9. Flggvenyek

9.1. Abrazolja a megadott fiiggvényeket, és vizsgalja meg a fiiggvények korlatossagat, monotonitasat,
konvexitasat, paritasat, eldjelét, zérushelyeit, periodicitasat és hatdrozza meg a valos szamok
azon legb&vebb részhalmazat, melyen értelmezhetdk:

X— sin x X—> COS X X—>tg X X—> ctg X
X—> arcsin X X—> arccos x X—> arctg x X—> arcctg X
x— sh x x— ch x x— th x x— cth x
x— arsh x x— arch x x— arth x x— arcth x
x—> ¢ x— 0,5" X—> X x—x*
x— In x x—> loggsx Xx—>/x x—>3x
x— 2% x—>e™ X— | X | X—> | sinx |

1 1
x— log,x x—>/x? X— < X— "

9.2. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket:

0 ha x<0 0, ha x <0
a f00=1_X_ . 110 e, f(x)=4/x, ha 0<x<l
1+x I, ha x>1
%(2-1—)(), ha —-2<x<-1
1 1
b, f(x)= Ing;a ha 0O<x<l £ f(x)= > ha -1<x<0
0 kallonben %(l—x), ha 0<x<l
0, kiilénben
0 ha x<?2 —1, ha x<0
c, f(x)= 1 ha x>2 g, f(x)=sgn(x)=<0, ha x=0
1-x2’ B I, ha x>0
d, f(x)= cosz, ha O<x<m

0, kiilonben

9.3. Abrazolja sikbeli polar koordinatarendszerben a kovetkezé fiiggvényeket:

a, (9)=5, ¢e[0,2m] b, r(@)=¢ , ¢e[0,2r]
,  9€[0,2n]

¢, (@) =3(I+cosp) ,  ¢e[0,2n] d, () = |sinde
e, 1(p) =2cos2¢ , ¢e[0,27] f, (o) =sin3((p/3) , ¢e[0,37]



9.4. Abrazolja a kovetkezd t—(x(t),y(t)) tipust vektorértékii fiiggvényeket (sikgorbéket) a megadott
halmazon :

2, {x(t) =3+ cost

b [X(O=-2+6t
y(t)=4+sint ’

y(t)=1-5t
e x(t)=t
y(t) = It

9.5. Abrazolja a kdvetkezd t—(x(t),y(t),z(t)) tipusu vektorértékii fiiggvényeket (térgorbéket) a meg-
adott halmazon :

c x(t)=2(t—sint)
" ly(t)=2(1- cost)
d {x(t)zt2 —t+1 £ {x(t)=2cost

y(t)=t> +t+1 y(t)=sint

x(t) = cost x(t)=3t-2 x(t)=1
a, {y(t)=sint, te[0,4n] b, I y(t)=t ¢, Jy(t)=t
z(t) =2t z2(t)=2t+1 z(t) =t
x(t) = C?ft
x()=4 e Jyy=Snt,  te[04n]
d, !y(t)=3+3cost, te€[0,2n] 2
2(t) =1+ 2sint )=t

9.6. Abrazolja a kovetkezé (u,v)—(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) vektorértékii fiiggvényeket (feliileteket):

x(u,v)=1+u+v
a4, ¢ y(u,v)=2u+v
z(u,v)=3-u+2v

x(u,v)=u
y(u,v)=v c.

z(u,v)=u’+v’

b,

x(u,v)=1

y(u,v)=v

z(u,v)=sinv

9.7. Hatarozza meg a kovetkezo (u,v)—(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) vektorértéki fiiggvények (feliileteket)

paramétervonalait:

x(u,v)=cosu-cosv x(u,v)=cosv
. T T .
a, Jy(u,v)=cosu-sinv » UE {—5,5} ve([0,2n] b, {y(u,v)=sinv
z(u,v) =sinu z(u,v)=u
x(u,v)=(1+cosu)-cosv x(u,v)=u
) T T
C, <y(u,v)=(l1+cosu)-sinv,U€E [—5,5} , ve[0,2n] d, Jy(u,v)=v
z(u,v)=sinu z(u,v)=uv

9.8. Hatarozza meg a kovetkez6 kétvaltozos fiiggvények szintvonalait és a paramétervonalait:

a, f(x,y)=+1-x" -y’

ba f(XJY) = 4-X2-y2 C, f(X:Y) = 3
da f(Xay) = 2X_5y_1 c, f(Xay) =Xy fa f(X,Y) =Yy
1
& f(xy)=— h, f(x,y)=siny i, fxy)=|x+y|



9.9. Hatarozza meg a kovetkezé haromvaltozos fiiggvények szintfeliileteit:

a, f(x,y,z) = xz-i-y2

¢, f(x,y,z) = x+2y+3z

2 2
e, f(x,y,z)="7+y3

b, f(x,y,z)=41-x> -y’ -Z°
1

d, f(x,y,2)=————
(x.3,2) X’ +y +27°
2 2

f, f(x,y,z)zXT+y?+z2

9.10.Hatarozza meg a valos szamok azon legbdvebb részhalmazat, melyen az alabbi fiiggvények

értemezhetok:

o
. T
XSsm| X+ —
( 4)

¢, X > lg (cos x)

a x>

e, X = In (x*-16)

2

g X —>arcsin—;

i, x —> lg(x*-5x+4)

2x—10
3x+27

k, x> lg(ln

m, x — lg (sin’x)

X+2
X+3

0, X — arth

g, x — arcth (logsx)

X" +5x+6

1-1gx
b, x > 8%
lg(+v/x —2)

d, x —>,/lgx

f, x >+12x-12-3x%

h x5 x> =2x—15
’ B Z10x+16
j, x — arcth (x*-3)

3-2x
+X

l, x — arcsin

1+x

n, x —»
1-x

p, x — arth

1-2%

I, X —arcsinVx’>+3x—4

9.11.Hatarozza meg az R* halmaz azon legb8vebb részhalmazat, melyen az aldbbi R°>—R fiiggvények

értelmezhetok:

a, f(x,y)=+1-x" -y’

b, f(x,y) = In (x+y+1)

¢, f(x,y) = arcsin(x-y) - arccos(x+y)

9.12.Szamitsa ki a kovetkezo kifejezések pontos értékét a trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvé-
nyekre vonatkozo6 azonossagok felhasznalasaval:

a, sh (arsh2 - arch3)
d, sin (archl)

g, cos (arcsin (-1/2))

J,» tg (arctgl+arctg?)

b, sin (2arctg5) ¢, cos (arctg0,5 - arcsin0,7)

e, ch(In2) f, th (arsh0,6 + archl,2)
h, sh( arch5 j i ch( arcth2,3 j
2 2

k, arcsin X + arccos X



9.13.Az azonossagok felhasznalasaval hozza olyan alakra az alabbi kifejezéseket, amelyben nem sze-
repelnek trigonometrikus ill. hiperbolikus fiiggvények,:

a, sh (Inx?) b, cos (2arcsinx) ¢, th (2archx)
d, sin (arctgx - arcsinx) e, sh (arthx) f, ¢
g, earchx
9.14.01dja meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket:
. 1 . B
a, tfgx=ctgx b, -sinx =—— C, sinf X —— |=C0sX
2 2
Lo x—-m) 1 . i X 3
d, sin’] =—— |=— €, sin| Xx+— [=cosXx f, cos= ==
3 2 2 2 2
2
g, tg(?x - %) =1 h, ctgz(x - ;) =1 i, sin 2x = cos x

j, sin X =cos X

9.15.Hatarozza meg a kovetkezo fiiggvények inverzét a megadott intervallumon:

a, f{x)=1+logs(x+2), xe&]-2,00 J» f(x) =2-logps(4x+6) -8, x€]-3/2,00]
6 2
b, f(x)=1log, il xe[-1/2,0[ K, f(x)=6e7" +4, xel5m[
¢, f(x)=x*+3, xe]0,00[ I, f(x)=archvx -1, xe[2,00
1
d, f(x)=archi3x-2, xe[l,o m, f(x)zEch(x2+4), x&[0,00
X x’ 1—-+/1+4x
c, f =— 7_15 Xe 2300 n, f X)=—F—> XE[-1/4,00[
® 2+JT 2 = i ax
f, f(X)_—ltg(E—ij xe | NoT o, f(x)=arccos(0,5-2x)+1, x & l_E l
> 2 4 ° 2’ 2 2 b b 4 274
g, f(x)=th3x_4+3, xeR p, f(x):-larth 3 +5, xe[2,00]
2 2x —1
3+x 3x+1
h, f(x)=1n3_ ,  x€]-33[ q, fx)=3¢™", xeR

i, flx)=3-10%, xeR

9.16.Hatarozza meg a kovetkez6 polinomok zérushelyeit, eljelét és a hatarértékét a (+o0)-ben €s a
(-o0)-ben, tovabba a kapott eredmények felhasznalasaval vazolja a fiiggvényeket ! (Egyes poli-
nomoknal néhany gyok meg van adva, ezek a szamolasban felhasznalhatok):



polinom
a, P(x)=-3x>+6x + 105
b, P(x) =4x+ 12x +9
¢, P(x)= x’-x*- 6x
d, P(x)=-6x"+36x"+ 240x’
e, P(x)=x"-13x"+ 36
f, P(x)=x°-19x’-216
g, P(x)=-x"+ 11x*+22x* - 128x*+ 96x
h, P(x) =x*+x’- 65x*- 9x + 504
i, P(x)=x"+8x+18x*+ 16x+5
j, P(x)=3x"-30x’-32x*- 10x - 11
k, P(x)=2x"+2x*- 75x’ + 69x*+ 37x - 35

ismert gyok(ok)

X1:1, X2:2
X1:3, X2:-3

X1:-5

9.17.Hatarozza meg a kovetkezO raciondlis tortfliggvények zérdhelyeit, szakadasi helyeit és a
hatarétéket a (+o0)-ben, a (-0)-ben és a szakadasi helyek jobb és bal oldalan, tovabba a kapott
eredmények felhasznalasaval vazolja a fiiggvényeket !

2
a, f)= X *+3x-10 g fx)= ———
x—3 X" —2x+1
x> —2x—3 x® +4x% + 4x
b, f(x)= —_— h, f(x)= ; . ; .
X“+2x+1 X’ +6x" +12x7 + 8x
4 3 2 —
¢, f(x)= 4X —33x +22X i, fx) = 23x 6
X —=3x"+3x" —x x> —6x+9
2 3 2
d, f(x) = x3 HZ i, 00 = X —3x"+3x+1
X=X 1-x
4 3 2 3 2
e, f(x)= X" —6x° +8x K, f(x) = 4x° —2x° —30x
x? = 2x x® —9x
2x* —4x+3
f, f(x)=x.>——~ -
) x?—2x+1

a,
SE ha x<-1 &
1+x* 1+x’ VIx+2-ex+d4 2
f(x)= p2, ha x=-1 f(x)= <_2 ’ =7
1x _1, ha —-1<x<l P, ha x=2
2 |x|-1
b,
3x* -1, ha x<0 h, .
f(x)={cx+d, ha 0<x<l1 f(x)z{e’ ha x <0
m’ ha <> 1 p+x, ha x>0

9.18. A paraméterek mely értéke esetén folytonosak az alabbi fliggvények:

i,



x+1-1
f)=13x+1-1
p,
d,
1
f(x)= {(1 +x)*, ha
oR ha
c,
. .1
f(x) = {sm X -sin 2
p,
f,
{x -Inx, ha
f(x)=
P ha

9.19. Létezik-e az alabbi fliggvényeknek a megadott pontokban hatarértéke, bal oldali hatarértéke ill.
jobb oldali hatarértéke? Ha létezik, adja is meg ezeket az értékeket! Folytonosak-e a fiiggvények

tg2x
ha x>2-1L,x#0 f(x):{x, ha x#0
ha x=0 p, ha x=0
Js
1 -1
x>-1Lx#0 f(x)= —ze"z, ha x#0
X
x=0 p, ha x=0
k,
* h
ha x=#0 f(X):{x, a x>0
ha x=0 p, ha x=0
x>0
x=0

a megadott pontokban?
a, d,
-1, ha <0 x,=-1 X, =-1
f(x)={0, ha 0 x,=0 fx)=x*",  x =0
I, ha x>0 x,= X, =1
b,
el N 1
fx)=x e - fo=[x] ™
X, =15
x; =1
c, f,
1 X =3 x+12(x+2)
X X
f(X)=———— X, =0 fX)=——"—"75 x,=-1
0,5+sgn(x+3) x+D(x+2)
Xy = x;=0
g,
l—l, ha x < -1 X, =2 m,
X
I, ha x=-1 X, =-1 cosx, ha x<0 x,=-=m
f(x)=9¢-2x, ha -1<x<0 x;=0 f®&x)=9 1, ha x=1 X, =
Jx, ha 0<x<l x,=1 SIMX " ha x>0 X3 =T
l, ha x>1 Xs=2 *
X
h, n,
X2+X—2’ ha x=1 X =-2 _|log,,x, ha 0<x<1 =0
to = x -1 X, = £ = log,x, ha 1<x X, =1
3, ha x=1 2 2% - X, =2
i,
(x*+Dtgx  x*-x o,
f(x) = Crx  Cax ha x=#0 Fx) = 7x—-2, ha x2>2 =2
2, ha x=0 3x+5, ha x<2
X1:0



J> P,

sin x h 0 x+1, ha x2>2
S -
fo={ W T x=0 f(x)=12x-1 ha l<x<2 '~
L ha x=0 x—1, ha x<1 T
k,
2 _ 2 _
X" +x—-2+x7tgx xtgx’ ha x 1
f(x) = (x —Dtgx x=1
6, ha x=1
x? +2x — 15+ x” sin 3x — 3x sin 3x
- , ha x=#3 _
L, f(x)= (x —3)sin3x , Xi=
6, ha x=3

9.20. Definialja az alabbi fiiggvényeket a megadott szakadasi helyeken igy, hogy ezeken a helyeken
folytonossa valjanak, amennyiben ez lehetséges:

X X

a, f(x)=—, x=0 d, f(x)= , x=0
[x x|
2
%2 +x tgex, ha O<x<mn/4 T
= = c, f X)= , X=—
b, f()=——, x=0 () {ctgx, ha m/4<x<m/2 4
¢, f(x)= tgx, ha 0<x<n/2,X:£
ctgx, ha m/2<x<m 2
9.21. A lim— = 0 hatarérték ismeretében szadmitsa ki a kovetkezd hatarértékeket:
X—>»00 X
o 3x2=5x+10 oo 2xP e xt—x
a, lim————— b, lim—————
oo dx” +10x -2 e TxT +15
2 2
c, lirn2 X d, lim 3x
X—>00 X X—>00 _x +
Cox? —4x° o o6x +10x> —x* +5
e, lim——— f, lim . ;
x>o 10X + X x> X —3x" +1
3 2 2
g, lim( ); _X j h, ﬁmL&_l
oo\ 2x° —1  2x+1 X—300 10
_ 3
i lim( R ) s lim( X ]
oo\ x? +x+1 x2—2x+3 x>\ 346X 2X+5

3x? +4x +x? +x 1, lim 1-x

k, 1i Y
o 0%’ +4x—3 e 4387 +1
. +AUX +4/x -1
m, lim Vx +Vx+Vx n, 1im(%/x2+x+1—sx/x4+6x+2)
"_’°°3\/(x—1)2+x6 +2x? X0
0, lirn(\/x2 +x+1+\/x2 —x+1) p, lim(\/x2 +x+1—\/x2 —x+1)
4, lim ! I, lim !

on 2 1] 440x2 -1 o fx2 41 —4x2 =1



w2

X—>®0

) lim(\/9x2 +2x — —3X)

u, lim

1
o032 +1-3/2x

=

lim s 5x — 8x*
e \[(x* +2)(3x* - 95)

lim 4

X—>00 é
x2(Wx* -4 -x%)

t, lim(3\/x+1—3\/x)
T Vx® +6

U, im——
e Ux? +3x-2

5 15
W, lim (2x +3) (18x2j 17)
X (6x+5)

9.22. A limq" =0 (0<g<l) hatarérték ismeretében szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket:
X—0

X 2
b, lim 10" +10 :
o2 5% +2% +10
d fim &7+
x>0 Q. 7% 77X

: kY : kY
9.23. A llm(l + —j =¢* ésa lim (l + —j =¢" (keR) hatarértékek ismeretében szamitsa ki a
X

X—>00 X—>—00

X
kovetkez6 hatarértékeket:

a, lim(l + 5)
X—>00 X

. (3){ n 1) o7
C, lim|
x>0\ 3X + 5

C(2x+4)"7
€, lim

2 1 xX*+7
g, lim(x . j
X—>0 X

9.24. Szamitsa ki a kovetkez0 hatarértékeket:

x® —5x% +7x + 1

a, lim >
x>0 2x° —9x -5
. x'-16
¢, lim
x>-2 X +2
x*—x?+1
e, - -

im
=5 x*—10

i (LF 0L+ 23)(1+ 3%) - 1

b,
x—0 X
3
4 L
x->2 6x° —5x 4+ 1
2
£ mX o Ax+4

-2 x* —5x+6



x> +6x—7

x> —x?—x+1

g lim— h, lim ;
=Ix® +10x-5 > x4+ x—2
. . x?=3 . ) x> +2x-3
1, lim " 5 J,  lim —
>3 x* —2x% =3 3 —x" +2x+15
2
) -2 x —
k, lim X *X I, lim Vx -2
x—>1 X2 +x—-1- \/; x—16 \/; _ 4
i 3 . 4-x’
m, fimlt2X 1 N, lim— X
X—0 7X3 X2 l2 _ 2
o 1im\/11x+3—\/4x+17 b, lim X
e x> —5x+6 01+ x —1-x
2
V1+x? =1 r . X" +x—-2
, lim ,  lim
pes X 2+ x+2 -Vx2 +4x+8
o Ax+13-2Vx+1 1+ 3x —/1—4x?
S, lim 5 t, lim
x—3 x° =9 x—>0 Tx
. sinx . e e
9.25. A hng =1 hatarérték ismeretében szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket:
X—> X
a, lim cos7x — cos4x b, fim tg7x
x—0 X2 x—0 tg9x
c. lim sin 9x + sin 3x 4 1lim 3tgx — 3 sinx
x—0 X x—0 5X
e. lim 1- c2(>sx £ lim COSX — sinx
x—=0 X x—n/4 COS2X
. .2
lim\/1+tgx—\/1+smx h, lim 4sin” x
g’ -2
x>0 x> x>0 cos2xX - sin” 2x
. sin” x + 2sinx . . tg2x
1, m— J,  lim
=0 3XCoSX X0 3x
.. X
sin® = A1+ tgx —4/1-tgx
k, lim 2 L lim .
0 1+ sinx — +/cosx + sin x Smx
. sin x
M lim > . sin3x
X—T T n’ hm -
1- (j x-0 sin 4x
X
cos~ — sin— T sin 5x - tg2x
o, llm 2 p’ xl~1;r01 X2
x—m/2 COSX
q lim5 sinl
’ X—>00 2 X
TR | ) R P
9.26. A hn& =1Ina hatarérték ismeretében szadmitsa ki a kovetkezd hatarértékeket:
X—> X
et -1 3 A
a, hme b 1irn23_1 c, 1
x—0 X ’ x>0 4x x=0 §% 1



3x X _gx _Ax
d, tim: ! e, lim> > £ lim——2
x=0 3% _ 1 x—0 2% _4* x—0 4* —3*
2 2x-2
g, lim X . + 3x h, lim#
0 67 —1 2 4x% — 8x
9.27. Szamitsa ki a kovetkez6 hatarértékeket:
2 1
Loy X s 2, 1im11n(1+ 5x)
) m - x—>0 x
x>0 §InX
1 . 2sin’ x—3sinx+1
3, limx’sin— 4, lim
)l(1_)rr010x s1nx X_>%4sinzx+4sinx—3»
5, lim(2+ tg2x)>e™ 6, lim(1+ 5tgx)™*
. 1—ctg’x 1
7. lim- L C&X N
X_,% 2 —ctgx — ctg’x 8, }glg(x +e%)
2
9, [imSlEX-clea 10, lim X
—a X—a x50 /1 + xsinx —+/cosx
. ~Jcosx —3/cosx . Vl—cosx®
11, lim———— 12, lim———
x>0 sin” X x=0 ] —cosx
13, limﬂ 14, lim 1 — cosx+/cos2x3/cos3x
x00] cos(\/;) x50 x2
1-Vx
15, lim sinyx +1 -sinvx) I6, 1im(”xj =
X—>+00 ol 2 + X
: 2x x?
17, 1im253m3"— ° -1 18, nm(”z)
=0 X7 —x  2X°+2x x>\ 2x — 1
. 3X2 -x+1 1%‘ 20 li . 27X
19, 1lim — ) Xg’g s1n3 |
xoo\ 2X7 +Xx+1 X+
tg2x s x-1
2L, lim {tg(ﬂntxﬂ 22, hm[x —1) Xl
x—>%+0 8 X0 X2 =+ 1
4 1
2 X 2 <
23, lim( Xz u lj 24, 1im| Xt2x=1
o XT =2 x| 2x% = 3x -2
25, 1imy/1-2x 26, hm(Ha)
x—0 x>\ X — 4
27, 1in(}(1 + xz)“gz" 28, lim(1 + sin 7x) "™
L _
29, 1im(1“ngs‘” 30, 1im(1”ngs‘“""
x—0 1 + SinX x—>0\ | + SinX
! 1
31, lim(s%nxjxa 3, lim( COSX)X
x—a\ Slha x—0 COSQ.X
33, lirn(tgx)tg2x 34 [y nX—Ina

% x>0 x-—a



35, lim[In(x +1)—Inx]

. In(x* —x+1)
37, s S
XIEEO In(x"* +x+1)

39, lim& =2

X—>a X —a

36, limM

x—0 X

38, lim[sin ln(x + 1) —sinln x]

X—>+00
X a
. X'—a
40, lim
X—a X — a



