NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis

Térgorbék (R—R3 fuggvények)
Sikgorbék (R—R? fuggvények)
Fellletek (R*—R3 fliggvények)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

R—R3 tipusu fliggvények (térgorbék)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: koordinatafuggvények

Az R—R3 tipusi

fliggvény (térgorbe) koordinatafiiggvényei az
X,y,Z: R—>R
egyvaltozos, valos értéku fiiggvenyek.

A koordinatafiiggvények értékei adjak a fiiggvényértékek
koordinatait.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis 4

Definicio: koordinatafuggvények

Az R—>R? tipusi

fiiggvény (sikgorbe) koordinatafiiggvényei az
x,y : R>R

egyvaltozos, valos értéku fuggvenyek.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Térbeli egyenes eldallitasa R—R3 fliggvénnyel

Az r, helyzetvektor altal meghatarozott ponton atmeno, v
iranyvektoru egyenest allitja elo a kovetkezo fuggvény:

r)=r,+t-y, teR

Megjegyzes

A t paraméterértékek és az egyenes pontjai
kozott kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést
jelent a fenti fuggvénykapcsolat.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis R

Az egyenes eloallitasa koordinatafiiggvényekkel:

Legyen

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Példa

2+ 4t

Ekkor az egyenes: x(t)=2+4-t
yt)=5-3-t, teR | ImdlUEERE!
z(t)=3+1-t 3+t

Az egyenes néhany pontja:

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis KN

R2—RS3 tipusu fuggvények (fellletek)

X(u,,v,)

v(u,.v,)

z(u,. vy)

o (U, V)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis IS

Definicio: koordinatafuggvények

Az R>>R3 tipusi

x(u, V)

r(u,v)=|y(u,v)
z(u, V)

fliggvény (térgorbe) koordinatafiiggvényei az
x,y,z: R°>R
kétvaltozos, valos értéku figgvenyek.

A koordinatafiiggvények értékei adjak a fiiggvényértékek
koordinatait.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Sik eléallitasa R2—R3 fliggvénnyel

Adott r, helyzetvektor altal
meghatarozott ponton atmend, adott a
és a b vektorokkal parhuzamos sikot
allitja elo a kovetkezo fuggvény (a és
b nem lehet parhuzamos):

r,v)=r,tu-a+v-b, (uv)eR?

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A sik eloallitasa koordinatafiiggvényekkel: legyen

Ekkor a fenti vektorfiiggvény koordinatafuggvényei:

x(w,zv)=x,+a,-u+b, -v
y(u,v)=y0+ay-u+by-v, (ll,V)ER2
zZ(w,v)=2z,+a,-u+b, -v

ttot ——
E (u,v) > r(u,v) = yD+ay'u+by°V

Z,+a, u+b -v

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

EkKkor a sikot eloallito fiiggvény:

2+4-u+v
x(u,v)=2+4u+v

y(u,v)=5-3u+2v, (uv)eR? r(u,v)=[5-3-u+2-v
Z(u9V)=3+ll+7'V 3+u+7-v

A sik néhany pontja:

—1
r(=L)=|10

9

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Megjegyzes —

Sik normalvektoros elfallitasa

Adott r, helyzetvektor altal
meghatarozott ponton atmeno,
adott n  normalvektoru  sik
egyenlete:

(r-ry)en=>0

(A o jel a skalaris szorzast jeloli.)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis

Legyen r = (X,y,z), Iy~ (Xy¥¢:Zy)> 1 = (A,B,C)

Ekkor a fenti egyenlet:

(r-ry)en=0

( (X,y,Z) - (X09 Yo Z()) ) ¢ (A,B,C) =0
(X-Xy, Y-Yo» Z-Z) ® (A,B,C) ) = 0

A-(x-X) + B-(y-yy) + C-(z-z)) =0

Ax+By+Cz+(-Ax,-By,-Cz,)=0
Ax+By+Cz+D=0

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A-(x-x,) + B-(y-y,) + C-(z-2)) = 0
formula a sik altalanos egyenlete. A valtozok egyiitthatoi a sik egy
normalvektoranak koordinatai.

Az altalanos egyenletet elosztva a n=(A,B,C) normalvektor hosszaval
a sik normal egyenletét kapjuk:

a-(x-Xg) + b-(y-y,) + ¢:(z-z)) = 0

b B
JA? +B* +C?

e & Jo__ D
JA? +B* +C? JA? +B* +C?

ahol

A
21 =
JA? +B? + C?

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis

Megjegyzes

A normal egyenlet egy tulajdonsaga: a

P =(py; P2 P3)
pont tavolsaga az

a-(x-x,) + b-(y-y,) + ¢(z-z;)) = 0
normal egyenleti S siktol:

d(P,S)=|a-(p;-X5) +b-(py-Yyp)tc-(p;-2)]

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis
Megjegyzes

Kapcsolat egy sik allasat meghatarozo adatai (és igy kozvetve a
kétféle egyenlete) kozott:

Ha a és b egy sikkal parhuzamos vektorok (de egymassal nem
parhuzameosak), akkor axb a sik normalvektora.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Szogfeladatok o
Egyenesek szoge egyenlo Sikok szoge egyenlo
az iranyvektoraik szogével. a normalvektoraik szogével.

=

Egyenes ¢és sik szoge az egyenes
iranyvektoranak ¢és a sik
normalvektoranak sz0gébol
szamithato.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Tavolsagfeladatok _

A d(P,e) tavolsag Kiszamitasa: A d(P,S) tavolsag Kkiszamitasa:

d(A,B)-d(P,¢)
TABP = f

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Az R—>R3 tipusu fiiggvények differencialasa

Definicio: differencialnanyados

fuggvény differencialhato a tj,c[a,b] helyen, ha a Kkoordinata-
fiiggveényei differencialhatok a t; helyen.

Ha az r:[a,b]>R? differencialhato a t,helyen, akkor a differencial-
hanyadosa:

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Az R—>R? tipusu fiiggvények differencialasa

Definicio: differencialnanyados

x(t)
t) =
r(t) (y( t)]

fuggvény differencialhato a tj,c[a,b] helyen, ha a Kkoordinata-
fiiggveényei differencialhatok a t; helyen.

Ha az r:[a,b]>R? differencialhato a t,helyen, akkor a differencial-

hanyadosa:
: x'(t)
t) =
r(t) (y, ( t))

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Megjegyzés

A t paraméter (fizikaban az id0) szerinti derivaltakat vesszo
helyett altalaban ponttal jeloljuk:

X(t)

r'(t) =i(t)=| y(t)
7(1)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A differencialhanyados geometriai és fizikai jelentése

Egy R — RS tipusi fiiggvény differencialhanyadosanak geometriai
jelentése: érinto vektor.

Ha a t—or(t) fiiggvény egy mozgo pont hely-ido fiiggvénye, akkor a
differencialhanyados vektor adott idopontban érvenyes pillanatnyi
sebesség.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

96
i(t,) = £(2) =| 13
-6

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicid: érinté egyenes

Differencialhato térgorbe érinto egyenese:

r(t) = e(t) =1(ty) +1(ty)(t—ty)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis v vovTaTist: g

Hatarozzuk meg az érintd egyenest a t,=2 helyen, és ennek
felhasznalasaval adjunk becslést az r(1,93) figgvényértékre!

48) (96 — 144+ 96t
6 |+| 14 [(t-2)=| —22+14t
4] -6 16— 6t

48) (—6,72) (41,28
e(1,93)=| 6 |+| 14 |(=0,07)=| 6 |+| -098 |=| 5,02
4] |-6 4 0,42 4,42

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Pelda

Tekintsiink azt a sikbeli mozgast, melynek hely-ido fuggvénye:

Megjegyzes

r(t) =v9-cos® 5t +9-sin” 5t =3

A mozgas palyaja az origo kozéppontu, 3 egység sugaru Kor.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

v| =/225-sin’ 5t +225-cos’ 5t =15

A sebesség nagysaga allando tehat itt egy egyenletes kormozgasrol
van sz0, 15 egység nagysagu sebességgel.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Differencialhato térgorbék nehany pontbeli jellemzbje

Definicio: érinté egységvektor

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Megjegyzes: tergorbe ivhossz-parameteres eloallitasa

Adott térgorbének tetszéleges szamu eléallitasa létezik R—R3
tipusu fiiggvény segitségével.

A kiilonbozo eloallitasokban altalaban kiulonbozik egy adott
gorbeponthoz tartozo érintovektor hossza. Ez egy mozgo pont hely-
ido fuggvenye esetén ugyanazon palya kiilonbozo sebességgel valo
befutasanak felel meg a fizikaban.

Differencialhato térgorbe esetén azt az eloallitast, melynél az
érintovektor hossza barmely pontban egységnyi, ivhossz-
paraméteres eloallitasnak nevezzik. Ez a pdlya egységnyi nagysagu
sebességgel valo befutasanak felel meg a fizikaban.

Az ivhossz-paraméteres eloallitas elnevezés onnan ered, hogy
ekkor

Ebben az eloallitasban a paramétert t helyett s-sel szokas jelolni.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicié: binormalis egységvektor

feltéve, hogy r(t)xr(t) =0

Definicio: fonormalis egyseégvektor

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: kiséro trieder

Az érinto, a fonormalis és a binormalis egységvektorok a gorbe
barmely pontjaban (ahol nem tunnek el) ortonormalt
vektorrendszert alkotnak. Az (e,n,b) harmast a gorbe Kiséro
triéderének nevezziik.

A gorbéek vizsgalataban a kiséro triéder altal meghatarozott
koordinatarendszer alapveto fontossagu.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: simuldsik

Az t és n vektorok altal Kkifeszitett
sik a gorbe simulosikja.

Definicio: normalis sik

Az n és b vektorok altal Kifeszitett
sik a gorbe normalis sikja.

Definicio: rektifikalo sik

A t és b vektorok altal kifeszitett sik a gorbe rektifikalo sikja.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicid: gorbulet

Azt, hogy egy gorbe egy adott helyen mennyire ,,tér el” az
egyenestol a gorbiilettel mérjiik. A gorbiilet az érinto vektor
iranyanak megvaltozasaval fugg ossze.

Ha a gorbe kétszer differencialhato és az elso derivaltja nem tiinik
el, akkor a gorbiilet:

Megjegyzeések

Egyenes gorbulete nulla.

Kor gorbiuletének nagysaga a sugar reciproka.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: torzio

Azt, hogy egy gorbe mennyire csavarodik a torzioval mérjik. A
torzio a binormalis vektor iranyanak valtozasaval fugg ossze: a
gOorbe mennyire ,,tér el” a simulosikjatol.

Ha a gorbe haromszor differencialhato és a els6 és a masodik
derivaltak vektori szorzata nem tiinik el, akkor a torzio:

_ H(OFOT()
i(t) x E(t)|

(1)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis
Megjegyzes

Sikgorbe a sajat simulosikjaban van, igy a torzioja nulla.
Az allitas megforditasa is igaz, igy a torzio eltunése a sikgorbék
jellemzoje:

Egy haromszor differencialhato gorbe pontosan akkor sikgorbe,
ha a torzioja nulla.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Térgorbe ivhossza

Egy differencialhato t—>(x(t),y(t),z(t)) gorbe [t,,t,] paraméter
szakaszahoz tartozo darabjanak ivhossza:

S = T\/Edt _ j 22 (1) + V2 (1) + 22 (t)dt

Vegyiik észre az analogiat azzal, ahogyan a sebesség nagysagabol
szamitjuk a megtett utat: ha a tov(t) fiiggvény adja a mozgo pont
sebessegének nagysagat, akkor a [t,,t,] idotartam alatt megtett ut

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

1 1 1
s=[V9+4t* +1dt=[V4¢ +10dt=+10-| (
0 0 0

2 2
| +1dt
J10 j

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

J10

=——-sh
8

@ 2- sh[arsh(2 -t

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Sikgorbek differencialasaval kapcsolatos megjeéyzések

Egy t—>(x(t),y(t)) sikgorbe vizsgalatakor sziikség lehet az x és az y
kapcsolatat leiro jellemzokre:

mivel a sikgorbék jellemzoit megado szamos formula (pl. érinto
egyenlete, érintési paraméterek, simulokor, gorbiilet) ezeket az
értékeket tartartalmazza.

Ezek a differencialhanyadosok Kiszamithatok a t—x(t) és a toy(t)
fliggvények derivaltjaival a kovetkezok szerint:

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

d Y _ y()x(t) —X(t)y(t)

y'(X) =




NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis m

Vektormez6k (R3—R3 fliggvények)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: koordinatafuggvények

Az R3—>R3 tipusu

v, (X,y,2)) (v, (1)

V() =v(X,y,2) =| v (X,¥,2) |=| Vv, (T)

v,(X,¥,2) ) \v,(1)

fiiggveény (vektormezo) koordinatafiiggvényei a
o V.t RB5R
haromvaltozos, valos értéku fuggvények.

\ Y

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis 46

Definicio: R3—R3 tipusu linearis fliggvények

alaka fiiggvényeket, ahol A egy (3x3) tipusii matrix, R3—>R3
tipusu linearis fiiggvényeknek nevezziik.

Az A matrix az f figgveny matrixa.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: differencialnanyados

Az v:D(cR®—R3 fiiggvény differencidlhato a D értelmezési
tartomany egy r, belsé pontjaban, ha van olyan KeR?3, melyre

v(r)—v(r,)=K-(r—r,)+h(r—r,)

ahol

Ekkor az A figgvényt az f figgvény P, helyen vett
differencialhanyadosanak nevezziik. Jelolése:

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis I8

A Ar=r1-T1, Av = v(r) - v(z,)

jelolésekkel a differencialhanyadost definialo osszefiiggés:

Av=K-Ar+h(Ar)

ahol

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis 2N

A differencialhanyados matrixa a koordinata-fiiggvények parcialis
derivaltjaibol all:

aXVX (EO) ayVX (EO) anx (KO)

vi(ry)=|0,v,(ry) O,v, (r,) 0I,v, (1)
0,v,(t,) 6sz(§0) 0,v,(1,)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Definicio: differencial

Ha a v:D(cR®—>R? fiiggvény differencialhaté az r, pontban,
akkor a v fiiggvény r, pontbeli, x-hez tartozo differencialja:

Vi(ry)(r—r,)=v(ry)-Ar

Definicio: linearis kozelités

Ha a v:D(cR®—RS fiiggvény differencialhato az r, pontban, akkor
a y fiiggveny r, pontbeli linearis kozelitése:

V(1) = v(ry) = V(1) (t—1,)

avagy:

V(1) = v(r,) + v (ry)-(r—r,)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

helyen!

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

0.V, (1,) ayvx(£0) 0,v, (1)
Vi(ry)=| 0,v,(ry) 0O,v,(ry) 0,v,(ry)
0.V, (ry) asz(Eo) 0,v,(x,)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

11 123 (2.1-2
6 |[+|12 0 =-2|3.8-4|=

0 6 O 1.3-1

12 0.1 6 3.5 9.5
-2 11 -02|=| 6 [+| 0.6 |=| 6.6
0.3 24 -1.2 22.8

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Megjegyzes

Adott vektormezo (pl. sebességtéer az aramlo folyadékban,
téreroség az elektromos erotérben) esetén a differencialhanyados
matrixanak elemeli fliggenek a koordinatarendszer
megvalasztasatol.

Az alabbiakban két olyan jellemz6t adunk meg, melyek a
differencialhanyados matrix elemeibol szamithatok, de
invariansak a koordinatarendszer megvaltoztatasaval szemben,
¢és kozvetlen fizikai tartalommal birnak.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicid: vektormez6 divergenciaja

diV 2(20) — aXVX (20) + ayVy (20) + aZVZ (EO)

aXVX (EO) any (EO) aZVX (EO)

V(ry)=|0,v,(ry) 0J,v,(r,) 0I,v,(r,)
0.V, (L) 8sz(Eo) 2,v,(ty)

Megjegyzések

1. A divergencia egyenlo a differencialhanyados matrix
foatlojaban lévo elemek 0sszegével.

2. A divergencia a forrasossaggaval fiigg 0ssze: egy vektormezo
forrasmentes, ha a divergenciaja 0.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis v vovTaTist: g
-

divv| y |[=2-x-z* —10y + 6y

Z

—1
divy| 2 |[=-2-20+12=-10
1

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Megjegyzes —

ahol A az r, pontot tartalmazo tartomanyt hatarolo feliilet, AV. a
tartomany térfogata.

Az A zart feliiletre vonatkozo aramsuruség. Ennek érteke
akkor Kkiilonbozik 0-tol, ha a tartomany belsejében forras

vagy nyelo van: a bearamlas és a Kkiaramlas mértéke
kiilonbozik.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Megjegyzes

A divergencia jelentése (légiires) elektrosztatikus térben:

— [—

g, -divElr, |=plr,

ahol p a (térfogati) toltessiriiség, €, az elektromos permitivitas.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicio: vektormez6 rotacidja ov (r,) 0.v (r,) 0, (r,)
X ' x \= y X \=— Z X \=

Vi(ry)=|0,v,(r,) 0,v,(r,) 0,v,(ry)
0, v,(r) 8sz(£o) o,v,(r)

asz (EO) o asz (£O)
rotv(r,)=| —0,v,(t,)+0,v,(t,)

@va (o) _any (ry) 1] k
rotv =det| 0,

Konnyebben megjegyezheto forma: Vi

A determinans formalis Kifejtésével a rotacio fenti képletét kapjuk.

Megjegyzés

A rotaci0 az orvényességgel fiigg oOssze: egy vektormezo
orvénymentes, ha a rotacioja (.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

n NEM NYOMTATASRA!

0,v,(r)—0,v,(r)
rotv(r) =| —0,v,(r)+0,v, (1)
0V, (r)—0,v, (1)

ik
rotv=det 0, 0,6 O
vV, Vv

y V4

A%

X y z

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

0,v, (1) =0,V (1)
rOt\—/(g()) =~ 6XVZ (20) + asz (EO)
8xVy(EO)-_any(£0)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Megjegyzes

G

n-rotf(x,) = Jim

G-r,

ahol AA az x; pontot tartalmazo felilletdarab felszine, G a
felilletdarabot hatarolo zart gorbe.

Cirkulacio a G zart gorbe mentén.

(Konzervativ eroter esetén barmely zart gorbére 0.)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis
Jelolés: nabla operator

V=(0,,0,,0,)

A nabla operator segitségével roviden felirhatok a differencial
operatorok:

divv=0,v,+0,v,+0,v,=V:-v

rotv=(d,v,-0,v,,—0,v,+0,v,,0,v, =0, V,) =V XV

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis 28
Megjegyzeések

A divergencia és a rotacio megjelenik az elektromagneses tér
jellemzoi kozti osszefiiggéseket megado Maxwell egyenletek
differencialis alakjaban:

- @B E: elektromos térerosseg vektor

rotH=J+ Bl  D: dielektromos eltolodas vektor

H: magneses térerosség vektor

~ 0B

rotE =—— B: magnese indukci6 vektor

ot
divD = P
divB =0

J: aramsuruség vektor

p: elektromos toltéssiiriiség

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

VektormezsO gorbementi integralja

Folytonos r—v(r) vektormezo gorbementi integralja a
differencialhato G: t—r(t), t,<t<t, gorbeiven:

t,

| () dr = [ v(x())-£(t) dt

G t,

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

t)

[ v()dr = [ v(x(t) (1) dt =

G t,

1
= [(a-t-6t +t*,(4—1)-t+36t",5-6t")-(-1,12¢,1)dt =
0

1
= [[4+t+6t7 —t* +486 —126 +432° +5-6t")dt =
0

- j(432t5 —t* 1867 + 547 + t+1)dt =
0

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

= j(432t5 —t* 186 + 547 + t+1)dt =
0

4 3,2 !
18-t—+54-t—+t—+t =
4 3 2

t=0

_ 32 1 18 54 1.1 ¢
6 5 4 3 2

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis n B e ot — g

Ccost

r(t) =| sint
t

ty

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis IS

Vektormez6 feluletmenti integralja

Folytonos r—v(r) vektormezo gorbementi integralja a
differencialhato F: (u,v)—r(u,v), (u,v)eD felilletdarabon

ou ov

j [v(r)dF = j [v(x(u,v)): (&(“ V), Oru, V)jdudv

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis v vovTaTist: g

0<u<l, 1<vL2

i
or(u,v) y or(u,v) _ detl 2u 0 |=(v,—2u,2u’ +3v)
o oy |

-3

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Or(u, v) X Or(u,v) _ (v,—2u,2u’ +3v)
ou ov > T

Or(u,v) _0r(u,v)

-.;)J‘X(E) dE = J];j Y(z(ua V)) ( ou X Py j dudv =

_1[ j(uv +5+v,u*-3v—-15- 3V,611V)° (V,—Zu,Zu2 + 3V)dudv =

u=0 v=1

1 2

u=0 v=1

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

1 2
= j j-(uvz +5v+vi=2u’ +6uV+3Ou+6uv+12u3v+18uvz)dudv =

u=0 v=1

1 2
= j[j —2u3+3Ou+(19u+1)-v2+(12u+12u3+5)-V)dedu:

u=0 \ v=1

|

v=l

2
3 2
{((—2u3 +30u):-v+(19u +1)-V?+(12u+12u3 +5) %ﬂ du =
0

1
= j (—2u3 +30u+(l9u+l)%+(12u+12u3 +5)%)du:
u=0

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



fR*SR |

fR-R’

fR>R*

koordinatafiiggvények

fR*->R

f=(fi.f.H) hhfRPHR

f=(f.6.f) fi.6HR SR

linearis fiiggvények

X
c3):| X,

X3

' bl CRCA

C1°X1 + C2°X) + CyXs, (€1,02.03)€ R’

<, ¢, "X ¢
3
¢, [eR

Gy Gy - X Cg

X—=|¢, [+x=[c, x|,

differencialhatosag (linearis kozelithetoség)

JFceRés Je:R—>R:

Af = ¢c-Ax+e(AX)-AX

ahol lim g(Ax)=0
Ax—0

J ¢ = (cr.cnci)e R’és 3 eR’SR:
Af = ¢-Ax + g(Ax)-Ax
ahol lim g(Ax)=0

Ax—0

S

3|6,

S

eR?és 3 s:R-R:

Af = ¢-Ax + 2(Ax)-Ax
ahol lime(Ax)=0
Ax =0

= (. eRsx3 és 3 s:R*>R:

C-._“

Af = ¢-Ax + £(Ax) -Ax
ahol a]imu g(Ax)=0

differencialhanyados

f'(x,)eR

[‘,(Eu ) = grad 1‘(‘_‘0 ) =
=(0,f(x,) 0,f(x,) 8,F(x,))

A, f, (%)
£'(xy)=| ,f,(x,)
0,£5(x,)

AL (xy) O,0(xy) O4f(xy)
f’(x"): alf]. (Xﬂ) alfz (xll) 8:\1’}_ (XD)
o fy(x,) (%) O5f5(x,)

differencial

f'(x,)-Ax=
Ax,

- (alf(io) azr(;\;o) asf(io )J sz
Ax,

=0,f(X0) A%, +0,1(%,) - Ax; +0,f(%,)- Ax,

£(x,) AX =
a,f,(x,) O, f (xy) Ax
=|d,f,(x,) |- Ax =| 0,f,(x,)- Ax
a,f,(x,) a,f,(x,) Ax

f'(x,)-Ax =
Ofi(xy) 9f(xp) ofi(xy)
=| 0,f,(x,) 0.f,(x,) Gufa(x,) |
alf3 (xo) alfﬂ (xﬂ) a:\f'\‘ (X[l)

linearis kozelités

Al = ['(x,)-Ax

[(x) =~
f(xo)t+ ['(x,) Ax

Ax,
A= (9,f(x,) 0,f(x,) f(x,))| Ax,
Ax,

fX)(x0)+(8,£(x,) 8,£(x,) &,8(x,))-

a1, (x,)
Af=|o.f,(x,) |- Ax
0,f5(x)
0,f,(x,)
f(x) = f(xo)+| 0,f,(x,) |- Ax
0,f5(x,)

Ax,
Ax,
Ax,

a1, (x,) O,f (%)
A,f,(x) 031, (x,) |-
Afs(xe)  O3f5(x%,)
a,f,(xg) O,0,(xy)
O,f,(xg) O3f,(x0) |-
O LL(x,) O,0,(x,)

a,f, (x,)
Af = a,f,(xo)
9,f5(x,)
a,f,(xg)
A, (%)
L, (x,)

£x) ~ f(xo)+

A diakon megjelend szovegek és képek csak a

szerzd

(Dr. Kocsis Imre, DE Mlszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!




NEM NYOMTATASRA!

Vektoranalizis

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Az R"—R™ tipusu fliggvények differencialasa

Definicio: koordinatafliggvenyek

Az R"5R™ tipusu

fiiggvény koordinatafiiggvényei az
f, f,, ..., f :R"5R

n valtozos, valos értéku fuggveények.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: R"—R™ tipusu linearis fUggvények

alaku figgvényeket, ahol A egy (mxn) tipusu matrix, R"—>R™
tipusu linearis fiiggvényeknek nevezziik.

Az A matrix az f figgvény matrixa.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

Definicio: differencialhanyados

Az 1:D(cR") —» R™ fuggvény differencialhato a D értelmezesi
tartomany X, belsé pontjaban, ha van olyan A:R"—>R™ linearis
fliggvény, melyre

f(x)—1(xy)—AEX—-X,) —0

lim

XX, [x — x|

Ekkor az A figgvényt az f figgvéeny P, helyen vett
differencialhanyadosanak nevezziik.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A differencialhanyados matrixa a koordinatafuggvények parcialis
derivaltjaibol all:

Megjegyzeés

A differencialhanyados matrixnak annyi sora van, ahany
dimenzios az értékkeszlet, és annyi oszlopa van, ahany valtozos a
fliggvény (=ahany dimanzios az értelmezési tartomany).

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



Vektoranalizis

A differencialhanyados matrixa specialis esetekben:

R3—R3 tipusu fliggvények (vektormezdk)

O fi(ry) O,fi(ry) O,f(xy)

f_’(lo): a1f2(£0) azfz(lo) a?,fz(lo)
0,t,(ry) 0,t5(ry) 0,t5(xy)

R3—R tipusu fliggvények (harom valtozoés fliggvények = skalarmezok)
f'(x,) = grad f(r,) = (0, (x,), 0, (1), 0, (1))

R—R3 tipusu fuggvények (térgorbék)

alfl(to) f1,(t0)
f_’(to): 81fz(to) — fzr(to)

0f5(t)) ) \f5(tp)

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!




Vektoranalizis 80
Definicio: differencial

Ha az f:D(cR")—>R™ fuggvény differencialhatdo az x, pontban,
akkor az f fiiggveny x, pontbeli, x—hez tartozo differencialja:

f(xy) - (x-Xy) =1°(xy) - AX .

Definicio: linearis kozelités

Ha az f:D(cR") —> R™ fiiggvény differencialhato az X, pontban,
akkor az f fiiggvény x, pontbeli linearis kozelitese:

f(x) = f(x,) +1°(xp) - (x-X) = 1(xp) +1°(x) - AX,
avagy: Af = f(x) - f(xy) = f°(xy) - Ax.

A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzé (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdok fel!



