NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok

A valos szamok halmaza

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

A valés szamok halmazanak alapvet6 tulajdonsagai

A valés szamok halmazanak azonositasara alkalmas az
alabbiakban felsorolt tulajdonsagok osszessége.

A tulajdonsagok (axiomak) 3 csoportja:

e test axiomak
* rendezési axioma

e teljességi axioma

Megjegyzeés

Ezeket a tulajdonsagokat mindenki természetes modon hasznalja a
szamolasok soran.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok

Test axiomak

Ertelmezve van egy +:RxR—R miivelet (6sszeadas), melyre fennallnak
a kovetkezo tulajdonsagok:

+ kommutativ, azaz minden a,beR esetén
atb=Db+a

+ asszociativ, azaz minden a,b,ceR esetén
(a+tb)+c=a+(b+c)

Létezik additiv egység, azaz létezik 0eR elem, amelyre minden
acR esetén

at+0=a

Létezik additiv inverz, azaz minden aeR esetén létezik olyan
(-a)eR elem, amelyre

at+(-a)=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok n

Ertelmezve van egy ¢:RXR—R miivelet (szorzas), melyre fennallnak
a kovetkezo tulajdonsagok

e kommutativ, azaz minden a,beR esetén

aeb=Dbea

e asszociativ, azaz minden a,b,ceR esetén
(aeb)ec=ae(bec)

Létezik multiplikativ egység, azaz létezik 1R elem, amelyre minden
aeR esetén

lea=2a

Az additiv egységen Kkivill minden elemnek létezik multiplikativ
inverze, azaz minden 0zacR esetén létezik olyan a-! eR elem, amelyre

ae(al)=1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!




NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok

Az 0sszeadas és a szorzas miuveleteket osszekapcsolja a

disztributivitas, azaz minden a,b,ceR esetén

ae(b+c)=aeb+aec

Megjegyzeés

Osztas: a/b=aebl!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok n

Rendezési axioma

Az R halmazon értelmezve van egy olyan < rendezési relacio, amely
az osszeadas és a szorzas muveletekkel a kovetkezo kapcsolatban van:
barmely a,b,ceR esetén

haa<b,akkora+tc<b-+c¢

haa>0¢ésb>0,akkoraeb=>0

Megjegyzes

Tovabbi jelolések:
Azt, hogy a < b és a # b ugy jeloljuk, hogy a<b
A pozitiv szamok halmaza: R, = { xeR | 0 <x}

A negativ szamok halmaza: R = {xeR | x<0}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Az test axiomakat és a rendezesi axiomat teljesito halmazokat
rendezett testeknek nevezzuk.

A valos szamok halmaza mellett példaul a racionalis szamok
halmaza is rendezett test.

A valos szamok halmazanak itt leirt axiomarendszerhez tartozo
tulajdonsagok kozil egyediil a teljességi axiomat nem teljesiti a
racionalis szamok halmaza.

Rendezett halmazban barmely két elem osszehasonlithato, igy értelmezheto
az also és felso korlat, valamint a korlatossag fogalma. A teljességi axioma
megfogalmazasa elott a korlatossag fogalmat kell definialnunk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok KN

Definicio; felulrél korlatos halmaz

Az AcR halmaz feliilrol korlatos, ha van
olyan K valos szam, amely nagyobb vagy
egyenlo az A halmaz minden elemeénél
(minden a €A esetén a<K)

Definicio: alulrdl korlatos halmaz

Az AcR halmaz alulrol korlatos, ha van
olyan k valos szam, amely Kkisebb vagy
egyenlo az A halmaz minden eleménél
(minden a €A esetén k<a)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok IS
Megjegyzések :

1. Vegyuk észre, hogy a korlat nem feltétleniil eleme a halmaznak!

2. Ha az AcR halmaz feliilrol korlatos, akkor végtelen sok felso
korlatja van.

Definicio: szupremum

A legkisebb fels0 korlatot (ha van ilyen) pontos fels6 korlatnak
(vagy szupremumnak) nevezziik.

Jelolése: sup A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Megjegyzés :

Ha az AcR halmaz alulrol korlatos, akkor végtelen sok also
korlatja van.

Definicio: infinum

A legnagyobb also korlatot (ha van ilyen) pontos also korlatnak
(vagy infinumnak) nevezziik.

Jelolése: inf A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

Teljességi axioma

A valos szamok halmazaban barmely nem ures, feliilrol korlatos
részhalmaznak van valos pontos felso korlatja.

Vagyis a pontos felso korlat fogalma nem mutat ki a halmazbol, szemben

r 144

példaul a racionalis szamok halmazaval (lasd késobb).

Megjegyzések

1. A teljességi axiomabol az is kovetkezik, hogy R barmely nem
ures, alulrol korlatos részhalmazanak van R-beli pontos also
korlatja.

2. A teljességi axioma szemléletes tartalma: a valos szamok
halmaza ,kitolti” a szamegyenest, mig a racionalis szamok
halmaza ,,lyukacsosan hagyja”.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Példa

Tekintsuk a racionalis szamok halmazat és ennek

A={xeQ|x<m}

részhalmazat!

Az A halmaz feliilrol korlatos (példaul a 4eQ felso korlatja A-
nak), de A-nak még sincs pontos felso korlatja a racionalis
szamhalmazon beliil. A pontos felso korlat csak a m© szam lehetne,
de az nem racionalis szam.

A racionalis szamhalmaz tehat ,,lyukasan” hagyja a szamegyenest
a m-nél.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds szamok, komplex szamok

Definicio: maximum

Legyen O#AcCR.

MeA az A halmaz legnagyobb eleme (maximuma), ha minden ac A
esetén a < M.

Jelolés: M = max A

Definicio: minimum

meA az A halmaz  legkisebb eleme (minimuma),
ha minden ac€ A esetén m < a.

Jelolés: m = min A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzeés: osszeflugges a pontos korlatok €s a minimum, maximum kozott

Nem iires, feliilrol korlatos valdés szamhalmaznak mindig van
pontos fels6 korlatja (a teljességi axioma miatt), de nem
feltétleniil van legnagyobb eleme.

Nem iires, alulrdl korlatos valéos szamhalmaznak mindig van
pontos also Korlatja (a teljességi axioma miatt), de nem feltétleniil
van legkisebb eleme.

Ha viszont létezik legnagyobb (legkisebb) elem, akkor az egyenlo
a pontos felso (also) korlattal.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Peldak
A=[1,2] B=]1.2]

_ —O0—————O0———

infA=1 inf B=1

sup A =2 sup B =2

min A =1 min A nem létezik

max A =2 max A nem létezik

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds szamok, komplex szamok

Termeészetes szamok halmaza, a teljes indukcio elve

Definicid: induktiv halmaz

Az AcR halmaz induktiv, ha
elecA
ncA = ntleA

Induktiv halmaz példaul: R, [1,+o0o]

Definicio: a természetes szamok halmaza

A legsziikebb induktiv halmazt (vagyis az osszes induktiv halmaz
metszetét) a természetes szamok halmazanak nevezziik. Jelolés: N.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok
Definicio: sorozat

Legyen J#A.

Egy f:N—>A fiuggvényt az A halmaz elemeibol képzett sorozatnak
nevezunk.

(Barmelyik nem iires halmaz elemeibol képezheto sorozat.)
Az f:N—A sorozat tomor jelolése: (f))

Sorozat esetén az értelmezési tartomany elemeit indexkent is
hasznalhatjuk, felhasznalva azok természetes sorrendjét.

f(n) =t a sorozat n-edik eleme

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A teljes indukcio elve

A teljes indukcio elve akkor alkalmazhato, ha allitasok egy sorozatarol
akarunk valamit igazolni.

A bizonyitasi mod lényege, hogy az egymast koveto allitasok kozott
kimutatott kapcsolat alapjan az allitas igazsaga ,,automatikusan” adodik
mindegyik allitasra.

Definicio: teljes indukcio

Tekintsiik allitasok egy (T,) sorozatat. Ha
* T, igaz és
e T, igaz=T, . igaz (neN),

akkor T, igaz minden neN esetén.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

Megjegyzes

A bizonyitasi modszer alkalmazasa tehat ket részbol all:

1. Az elso allitas igazsagat Ki kell mutatni.

2. Igazolni Kkell, hogy egy allitas igazsagabol kovetkezik az 6t koveto
allitas igazsaga (,,oroklodes)”.

A kovetkezo peldak mutatjak, hogy a bizonyitas két része egymastol
fliggetlen, és csak egyiitt adjak az allitassorozat bizonyitasat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos szamok, komplex szamok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Példa arra, hogy akarhany (de véges sok) allitas igazsagat ellenorizziik

is, abbol még nem kovetkezik a teljes allitassorozat igazsaga.

Allitas:

Az 1000 000 000 000 ! szamnak barmely természetes szam osztoja.

(A ! jel faktorialist jelent.)

Vizsgalat:

Az elso 1000 000 000 000 természetes szamra kiprobalva az allitast
nyilvanvaloan igaznak talaljuk.

(Persze ennyi szamot legfeljebb csak szamitogépes programmal tudnank
Kiprobalni.)

Az allitas mégsem igaz minden természetes szamra, hiszen példaul az
1000 000 000 000-nal nagyobb primszamok egyikére sem igaz.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos szamok, komplex szamok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Példa arra, hogy az ,,oroklodés” igazolasabol

onmagaban nem kovetkezik az allitassorozat igazsaga.

Allitas:

7 osztoja a 3-5" szamnak barmely n természetes szam eseten.

Vizsgalat (a tulajdonsag ,,oroklodosének” kimutatasa):

Tegyiik fel, hogy 7 | 3-5  valamely k természetes szam esetén.
Konnyen belathatjuk, hogy ebbol kovetkezik, hogy 7 | 3-5 ¥*! hiszen:
3:-5k1=5.(3-5k)

marpedig, ha a szorzat egyik tényezoje oszthat egy szammal, akkor a
szorzat is. Az ,,oroklodés” tehat miikodne.

De kiprobalva az elso allitast, vagyis amikor n=1, latjuk hogy nem igaz.

Sot konnyen belathato, hogy valojaban egyetlen n természetes szam esetén
sem igaz az allitas.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

A teljes indukcio elvének egy alkalmazésa:—
a Binomialis tetel bizonyitasa

Jelolés: faktorialis

Ha n pozitiv egesz szam, akkor
n!=12-3-..:(n-1)n

Tovabba definicio szerint: 0! =1

Jelolés: binomialis egyutthatok

Ha n pozitiv egesz szam, k pedig nem negativ egeész szam és n=k,
akkor
n n!

k)~ Ki(n—K)!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Tetel: binomialis tetel

Ha n pozitiv egeész szam, a és b valos szamok, akkor

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Megjegyzeés

A binomialis tétel allitasa kéttagu osszegek pozitiv egész Kitevos hatvanyairol
szo0l. Ugy is szoktunk fogalmazni, hogy a formula a hatvany Kkifejtésének
modjat mutatja.

Masodik hatvanyra emelés:

—a°+3-a’°-b+3-a-b*+b°

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A binomialis egyutthatok ket tulajdonsaga

A bizonyitasban felhasznaljuk a binomialis egyiitthatok alabbi
tulajdonsagait:

HABAE

A definicio alapjan mindkeét egyenloség konnyen ellenorizheto.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

|

1. lépés: az elso dllitas ellenorzése

n = 1 eseten az allitas nyilvanvaloan fennall:

(atb)!=a+b

2. lepés: az ., oroklodes igazolasa”

Ennél a lépésnél azt probaljuk kimutatni, hogy ha az allitas igaz
lenne valamely n-re, akkor igaz lenne (n+1)-re is.

Fontos megérteni, hogy itt nem azt igazoljuk, hogy az allitas igaz (n+1)-re,
hanem azt, hogy ha a feltételezésiink fennall, akkor igaz (n+1)-re.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tegyiik fel, hogy az allitas igaz valamely n pozitiv egész szamra, azaz

(a+Db)" :[nj-a” -b°+(n]-a“.bl+(n]-a”2 b’ +...+( " j-al-b”1+[nj-a°-b”
0 1 2 n-1 n

Ahhoz, hogy a tétel allitasat a teljes indukcio elve alapjan bizonyitsuk azt
kell megmutatni, hogy az elobbi feltételezésbol kovetkezik az allitas igazsaga
az n+1 szamra is, azaz

1 1
(a+b)”+1=(ng )-a“”-b%(nz J-a”-b1+...+(

Ennek megmutatasahoz az utobbi egyenloség jobb oldalat alakitjuk
célszeruen ugy, hogy a feltételben szereplo osszefuiggést fel tudjuk hasznalni.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

(@a+b)™ =(a+b)"(a+b)=(a+b)"-a+(a+b)"-b=

O O I P Y L DU Y L PP il R IPE ST
0 1 2 n-1 n

n n n n n
+| [-a"-bt+|  [-a"t bt A"ttt at-b"+|  [-a’-b"™
0 1 2 n-1 n
Az egyenloség jobb oldalan lévo tagokat célszeriien

5Y s J 5 n n n+1

—+ =

tulajdonsagait, éppen a kivant format kapjuk az [ K+1 k+1
(a+b)™*1 Kkifejezésre:

csoportositva, és felhasznalva a binomialis egyiitthatok
n+1 n+1 n+1 n+1
(@a+b)" = -a"™* b’ + a"-bt .+ at-b" + 2% p"*?
0 1 n n+1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

Tovabbi specialis halmazok

Egész szamok halmaza:
Z=NuU{0} U {-n|neN}

Racionalis szamok halmaza:
Q={p/q|pel, qeN}

A valos szamok bovitett halmaza:
R,=RuU{-0}uU {400}

A -0 és a +oo szimbolumokkal nem lehet gy szamolni, mint a valos
szamokkal. Vannak azonban olyan esetek, amikor formalisan
miiveleteket végezhetiink ezekkel is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds szamok, komplex szamok

Szamolas a - «© és a + © szimbolumokkal

Bizonyos korilmények kozott, példaul a hatarérték-szamitasnal, a
-0 és a +oo szimbolumokkal formalisan elvégezhetiink
muveleteket.

Példaul:
ha xeR, akkor
-0 <X <+00, X+ (+©0)=+00, X - (+0) = -00,
X/ (+o0)=x/(-00) =0
ha 0<xeR, akkor
X+ (+0) =400, X :(-00)=-00
tovabba
(00) - (+0) = (+0),  (+o0) - (-00) = (-0),

(0) - (-e0) = (+o0)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Abszolut értek fuggveny

X ,hax>0
X|=

—X, ha x<0

Tulajdonsagok: | x[20, (|[x|=0 <x=0)
| x|=]-x]|
*[AX[=]|A]-|x]
*[x+y|=[x|+]y]

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valdés szamok, komplex szamok

Definicid: a valés szamok tavolsaga

A

d(x,y)=[x-y|
értéket az x és az y valos szamok tavolsaganak nevezziik.

Tulajdonsagok: minden x,yeR esetén

*d(x,y) 20 (d(xy) =0<x=y)

* d(x,y) = d(y,x)
* d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)
(haromszog egyenlotlenseg)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds szamok, komplex szamok

Definicio: a valés szamok nagysaga

Az |x| értéket az x valos szam normajanak (nagysaganak)
nevezzuk.

Tulajdonsagok: minden x,yeR esetén

| x[20 (|x|=0=x=0)
*|Ax[=[A]-|x]
o|xty [<[x]|+]y]

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok

Definicio: valdos szamhalmaz korlatossaga

Egy AcR halmaz korlatos, ha van olyan KeR melyre minden
xeA elem esetén

x| <K
(az A-beli elemek nagysaga nem nagyobb, mint K)

Megjegyzeés

Egy AcR halmaz pontosan akkor korlatos, ha van also és felso
korlatja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds szamok, komplex szamok

Valos szamhalmaz Kkorlatossaganak fogalmaval konnyen
definialhato a valos értéki fiiggvenyek korlatossaga:

Definicio: valos értékl fuggveény korlatossaga

Az 1:A—>R fuggvény korlatos, ha az R, halmaz (az f fiiggvény
értékkészlete) korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Definicid: nyilt kornyezet

Legyen xeR, 0O<reR. Az x elem r sugaru
(szimmetrikus) kornyezete:

G(x,r)={heR | [x—h|<r}

Megjegyzes

Ez nem mas, mint az | x - r, X + r [ nyilt intervallum.

A -0 kornyezetei a |-co,b[ tipusu nyilt intervallumok (beR).

A +oo kornyezetei az |a,+oo| tipusu nyilt intervallumok (aeR).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Definicio: bels6 pont

xeA az A halmaz bels6 pontja, ha x-nek van olyan G(x,r) nyilt
kornyezete, melyre

G(x,r)c A
(A ponttal egyiitt annak egy nyilt kornyezete is benne van a halmazban.)

Definicio: hatarpont

xeA az A halmaz hatarpontja, ha x barmely G(x,r) nyilt kornyezete
tartalmaz A-beli és R\A-beli pontot egyarant

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Definicio: torlodasi pont

Legyen AcR. xeR az A halmaz torlodasi pontja, ha x
barmely G(x,r) nyilt kornyezete tartalmaz x-tol kiilonbozo A-beli
pontot

Megjegyzések

1. A torlodasi pont nem feltétleniil eleme a halmaznak.
2. A belso pontok egyben torlodasi pontok is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Példak

Az ]|a,b| nyilt intervallum
 minden pontja belsé pont

 minden pontja torlodasi pont
e az a és a b végpontok torlodasi pontok

Az [a,b] zart intervallum esetén
e az a és a b végpontok hatarpontok

e a vegpontok Kkivételével minden pont belso
pont

e az intervallum minden pontja torlodasi
pont

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos szamok, komplex szamok m

Komplex szamok

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valdés szamok, komplex szamok

Definicio

A C=R? halmazt a komplex szamok halmazinak nevezziik,

amennyiben az oOsszeadas és a szorzas miveletek a kovetkezo
modon vannak definialva:

Ha (a,b)eC és (c,d)eC, akkor
(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b):-(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c)

Megjegyzes

C test a fenti muveletekkel. Lasd a test axiomakat a valos szamok
cimu fejezetben.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valdés szamok, komplex szamok

Definicid: nevezetes komplex szamok

Additiv egyseg: 0,0)=0
Multiplikativ egység: (1,0)=1
Imaginarius egyseg: 0,1) =i

A komplex szamok halmazanak definiciojaban szereplo szorzas
muvelet szerint:

i’ =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1

(a,b)-(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c)

azaz.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok

Megjegyzesek
1. A (0,-1) komplex szamnak is -1 a négyzete.

2. A komplex szamok halmazaban a gyokvonas — ahogyan azt a
késobbiekben latni fogjuk — korlatlanul elvégezheto, igy példaul a
negativ valos szamokbol négyzetgyok vonhato.

Példaul a (-16)-nak négyzetgyoke a 4i, hiszen

(4-i)2 = 162 = 16-(-1) = -16

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s szamok, komplex szamok 44 |
Téetel

A komplex szamok halmazanak { (a,0) | acR } részhalmaza
azonosithatdo a valos szamok halmazaval az a < (a0)
megfeleltetés alapjan.

Ebben az értelemben a valos szamok halmaza a komplex
szamhalmaz részhalmazanak tekintheto.

A tovabbiakban (a,0) helyett egyszeruen a-t irunk.

Megjegyzes

Ha (a,b)eC, akkor
(a,b) =(a,0) +(b,0) - (0,1)=a+b-i

(a,b)-(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Definicio: algebrai alak

A z=(a,b)e C komplex szam algebrai alakjan a
z=a+b-i

kifejezést értjuk.

A komplex szamok abrazolasa, komplex szamsik

Képzetes z=a+ b-i
tengely

Valos tengely

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok 46

Definicio: valos és képzetes rész

A z=(ab)=a+b-ie C komplex szam

Valos része:
Keépzetes része:
m(z)=Db

Definicio: konjugalt

A z=a+b-i komplex szam konjugaltja:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valdés szamok, komplex szamok

MUveletek az algebrai alakban

Peidak_
(4+2-i) + (3-5-i) = 7 - 3
(4+2:i) — (3-5) = 1 + 7

(4+21) - (3-51) =12 - 201 + 6-1 — 10:1? = 22 — 14

4+2i _4+2i 3451 _12420i+6-i+10-i" _
3—-5i 3-5i 3+5i 9-25.i°

242640 2

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!



Valés szamok, komplex szamok I8

Definicio: abszolut érték, argumentum

A z=a+b-ikomplex szam abszolut értéke (nagysaga):

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok 2N

Definicio: trigonometrikus alak

A z=a+Db-ikomplex szam trigonometrikus alakja, az
r = |z| jeloles, valamint az

a=r-cos¢ ¢ésa b=r-sinQ
osszefuggesek felhasznalasaval:

Zz=a+b-i=
=r-cosQ+r-sinQ -i=
=r-(cosQ +i-sinQ)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos szamok, komplex szamok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

IR AT 180° = &t (radian)

A komplex szam szogének megadasara
hasznalhato a fok és a radian is.

Példaul:

z=4-(cos120°+1-sin120°)

21wt . . 27
4.1 cCOS—+1-SIn—
3 3

FIGYELEM! A szogfiiggvényekben (sin, cos, tg, ctg) kizarolag abban az esetben hasznalhato a fok,
ha az Kkifejezetten egy szog nagysagat jelenti. Az emlitett szogfiiggvények altalanos definiciojaban,
illetve e fiiggvények grafikonjan az értelmezési tartomanybeli elemek nem jelentenek fokot!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos szamok, komplex szamok

Tétel: mlveletek a trigonometrikus alakban

SzZorzas

r(cosg, +1-sing,)-r,(COSQ, +1-SINQ,) =

=11, (cos(, + @,) +1-sin(p, + ¢,))

hatvanyozas

[r-(cos@+i-sing)[" =r"-(cosne+i-sinne)
osztas

r(cose, +1-sing,) 1

— = —(cos(¢p, —¢,) +1-sIn(p, —©,))
r,(cose, +1-sinp,) T,

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!



Valés szamok, komplex szamok
Tétel: gyokvonas

Egy komplex szamnak n darab Kkiilonbozo n-edik gyoke van
(n=2.3....):

Yr(cose+i-sing) = «f{cos( +k- 2—j+| sm(

N N

Megjegyzes

Egy komplex szam n-edik gyokei a komplex szamsikban egy origo
kozéppontu koron, egy szabalyos n szog csucsaiban helyezkednek el.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Hatarozzuk meg a z =16 - ( cos60° + i-sin60°) koinplex $Zam
negyedik gyokeit!

60° 360° ) . . (60° 360°
=416 -| cos| —+k-——— [+i-sin| —+ k- —— | |=
05 {cof ok 3 rivon{ ok 5

=  z;=2-(cos15°+i-sin13°)
=1 = z,72-(c0os105°+i-sin105°)
=2 = z;=2-(c0s195°+i-sin193°)
=3 = z,72-(c0s285°+i-sin283°)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok

Példa: harmadik egyseggyokok

A z=1 komplex szam harmadik gyokeit
harmadik egységgyokoknek nevezziik:

:cos(k-z—njﬂ-sin(k-z—7t
3 3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés szamok, komplex szamok
Definicio: tavolsag

Az ,=a +briésaz,=a,+b,i komplex szamok tavolsaga:

(al _a2)2 + (b1 o b2)2

Definicio: kornyezet

A w=a+ b-i komplex szam r (>0) sugaru (nyilt) kornyezete:

Gwyr)={zeC: |w—-z|<r}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



