NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Tobbvaltozos fuggvenyek

Riemann integralja

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Az integral konstrukcioja tetszoleges valtozoszam esetéen

Definicio: n dimenzids (zart) intervallum

Legyen a = (a,,...,a )eR", b= (b;,...,b )eR",
a<b,,a<b,,..,a<b.
EkKkor az
I=[a,b] =[a,b,] X [a,b,] x...x[a b ]cR"
halmazt n dimenzios intervallumnak nevezziik.

Megjegyzeés

Az egydimenzios intervallumok a szokasos intervallumok.
A kétdimenzios intervallumok téglalapok.
A haromdimenzios intervallumok téglatestek.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Definicio: n dimenziods intervallum beosztasa

Legyenek I,,L,,...,I, és I n dimenzios intervallumok.

Ad=1{1L,1L, .., I} intervallumrendszert az I intervallum
beosztasanak nevezziik, ha

e JuLu..Ul =1

s ' L=, hai=j (i=1,...k,j=1,....k).

(I%az I intervallum belsejét jelenti )

Jelolés

D(): az I osszes beosztasanak halmaza

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja n

Definicio: n dimenzids intervallum mértéke

Az 1= [a,b] =[a b, ] x[a,b,] x...x[a b ]cR"
n dimenzios intervallum mértéke:

v(I)=(,-a,) - (b-a)-...-(b-a)

Megjegyzes

A mérték

e egydimenzios esetben az intervallum hossza,
e kétdimenzios esetben a téglalap teriilete,
 haromdimenzios esetben a téglatest térfogata.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

A tovabbiakban I legyen n dimenzios zart intervallum.

Ha f: I - R korlatos tuggvény, {1,,1,, ... ,1_} az I intervallum egy
beosztasa, akkor vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

m,=inff (L), i=l..k M;=sup f (L), i=l..k

(f (L) az L intervallum f fiiggvény szerinti képhalmazat jelenti. )

Megjegyzes

Ha f folytonos, akkor
m, a fiiggvény legkisebb értéke (minimuma) az L. intervallumon,
M, a fiiggvény legnagyobb értéke (maximuma) az I, intervallumon.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja R

Definicio: also és felso integralkozelité 6sszeg

Ha f : I —> R korlatos tuggvény, d = { I,, L,, ... , I, } az I
intervallum egy beosztasa, akkor az

s(f,d) =Y m,-vit,) lser.a) = XM, v,

osszegeket az f fuggvény d beosztashoz tartozo also ill. felso
integralkozelito osszegének nevezzik.

Megjegyzeés

Az integralkozelito osszeg tagjai olyan szorzatok, melyek egyik
tényezoje a fiiggvény egy eértéke, a masik tényezoje a felosztasban
szereplo egy részintervallum mértéke.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Tétel: az also és a felsé integralkdzelité 6sszegek viszonya

Ha f : I > R korlatos fuggvény, d, és d, az I intervallum két
tetszoleges beosztasa, akkor

s(f,d,)<S(f,d,)

vagyis egy fels0 integralkozelito osszeg nem lehet Kkisebb egy also
integralkozelito osszegnél.

Kovetkezmeény

Az also integralkozelito osszegek halmaza feliilrol korlatos.
A felso integralkozelito osszeg halmaza alulrol korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja KN
Definicio: also integral

Az IR  korlatos  fuggvény  also
integralkozelito osszegei halmazanak pontos
felso korlatjat az f figgvény also
integraljanak nevezziik.

Definicio: fels6 integral

Az f:I->R  korlatos  fuggvény felso |
integralkozelito osszegei halmazanak pontos j f = inf S(f,d)
als0 korlatjat az f fiiggvény felso deD(l)

integraljanak nevezziik. |

Az elozo kovetkezmény miatt az also és a felso integral valos szam.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Megjegyzes

A definiciok alapjan nyilvanvalo, hogy j f < If
| |

n NEM NYOMTATASRA!

Definicio: integral

Ha az also és a felso integral egyenlo, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény integralhato az 1 intervallumon. Az also és a felso
integralok kozos értéekeét az f fuggvény I intervallumon vett
integraljanak nevezziik.

Jelolés

Ha az f:I>R fiiggvény folytonos, akkor integralhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Az integral konstrukcioja ket valtozo eseten - Kettos integral

Definicio: kétdimenzids (zart) intervallum

Legyen a = (a;,a,)eR?, b= (b,,b,)eR?,
a,<b,,a,<b,.
Ekkor az
I=[a,b] =[a,b,] x [a,,b,] € R?
halmazt (téglalapot) kétdimenzios intervallumnak
nevezzik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicio: kétdimenzios intervallum beosztasa

Legyenek I,,L,,....I, és I ketdimenzios intervallumok.

Ad={IL,1L, .., I} intervallumrendszert az I intervallum
beosztasanak nevezziik, ha

e LULu..UIl =1

c PN L= haiz] (i=1,...k,j=1,..kK).

(I%az I intervallum belsejét jelenti )

Jelolés

D(): az I 0sszes beosztasanak halmaza

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Definicio: kétdimenzios intervallum mértéke

Az1=[ab] =[a,b,] * [a,,b,] < R?
kétdimenzios intervallum mértéke (teriilete):

v(I)=T(I)=(b-a,) - (b,-a,)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A tovabbiakban I legyen kétdimenzios zart
intervallum.

Ha f : I — R korlatos fiiggveny, {1,,1,, ..., I, }
az I intervallum egy beosztasa, akkor vezessiik
be a kovetkezo jeloléseket:

m,=inff (L), i=l,..k

M;=sup f (L), i=l..k

Megjegyzeés

Ha f folytonos, akkor
* m, a fiiggvény legkisebb értéke (minimuma) az I, intervallumon,

* M, a fuggveény legnagyobb értéke (maximuma) az I, intervallumon.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Definicio: also és felso integralkozelité 6sszeg

Ha f : I —> R korlatos tuggvény, d = { I,, L,, ... , I, } az I
intervallum egy beosztasa, akkor az

s(f,d):zk:mi.T(li) S(f,d):Zk:Mi-T(li)

osszegeket az f fuggvény d beosztashoz tartozo also ill. felso
integralkozelito osszegének nevezzik.

Megjegyzeés

Az integralkozelito osszeg tagjai olyan szorzatok, melyek egyik
tényezoje a fuggvény egy értéke, a masik tényezoje a felosztasban
szereplo egy téglalap teriilete. Vagyis az integralkozelitdo osszeg
tagjai téglatestek (elojeles) térfogataiként is felfoghatok.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Az also és a felso integralkozelité 0sszegek geometriai jelentése

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Tétel: az also és a felsé integralkdzelité 6sszegek viszonya

Ha f : I > R korlatos fuggvény, d, és d, az I intervallum két
tetszoleges beosztasa, akkor

s(f,d,)<S(f,d,)

vagyis egy fels0 integralkozelito osszeg nem lehet Kkisebb egy also
integralkozelito osszegnél.

Kovetkezmeény

Az also integralkozelito osszegek halmaza feliilrol korlatos.
A felso integralkozelito osszeg halmaza alulrol korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Definicio: also integral

Az f:I5>R korlatos fuggvény also integralkozelito oOsszegei
halmazanak pontos felso korlatjat az f fuggvény also integraljanak
nevezzuk.

[f=inf S(f,d)

deD(I)

Definicio: felsd integral

Az f:I->R korlitos fiiggvény fels0 integralkozelito oOsszegei
halmazanak pontos also korlatjat az f fuggvény felso integraljanak
nevezzuk.

Az elozo kovetkezmény miatt az also és a felso integral valos szam.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Megjegyzeés

A definiciok alapjan nyilvanvalo, hogy If < I f
[ |

Definicio: integral

Ha az also és a felso integral egyenlo, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény integralhato az 1 intervallumon. Az also és a felso
integralok kozos értékét az f figgveny 1 intervallumon vett
integraljanak nevezziik.

Jelolés

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Jelolés

A Kkettos integralt altalaban ket integral jellel irjuk:

ill.

Ha az f:I>R fiiggvény folytonos, akkor integralhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Toébbvaltozos figgvények Riemann integralja

Az integral geometriai jelentése kétvaltozos esetben

Nemnegativ eértékkészleti folytonos kétvaltozos fuggvény
integralja a ,,fliggvény alatti térfogattal” egyenlo:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Az integral konstrukcioja harom valtozo esetén
Harmas integral

Definicio: haromdimenzios (zart) intervallum

Legyen a = (a,,a,,a,)eR3, b= (b;,b,,b;)eR>,
a<b,,a,<b, a,<b,.

EkKkor az
I=[a,b] =[a;,b,] x [a,,b,] x [a;,b;] c R®
halmazt (téglatestet) haromdimenzios intervallumnak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Definicio: haromdimenzios intervallum beosztasa

Legyenek I,,L,,....I, és I ketdimenzios intervallumok.

Ad={IL,1L, .., I} intervallumrendszert az I intervallum
beosztasanak nevezziik, ha

e LULu..UIl =1

c PN L= haiz] (i=1,...k,j=1,..kK).

(I%az I intervallum belsejét jelenti )

Jelolés

D(): az I 0sszes beosztasanak halmaza

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Definicio: haromdimenzios intervallum mértéke

Az1=[ab] = [a,,b,] x [a,b,] x [a;,b;] = R
n dimenzios intervallum mértéke (térfogata):

v(I)=V(I)=(b-2,) - (b,-a,)- (by-a,)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

A tovabbiakban I legyen haromdimenzios zart intervallum.

Ha f: I — R korlatos tiggvény, {1,,1,, ..., I} az I intervallum egy
beosztasa, akkor vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

m,=inff (L), i=l,..k M, =sup f(L), i=l,...k

Megjegyzeés

Ha f folytonos, akkor

* m, a fiiggvény legkisebb értéke (minimuma) az I, intervallumon,

* M, a fuggvény legnagyobb értéke (maximuma) az L. intervallumon.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Definicio: also és felso integralkozelité 6sszeg

Ha f : I —> R korlatos tuggvény, d = { I,, L,, ... , I, } az I
intervallum egy beosztasa, akkor az

s(f,d):_zk:mi.vui) S(f,d):Zk:Mi-V(li)

osszegeket az f fuggvény d beosztashoz tartozo also ill. felso
integralkozelito osszegének nevezzik.

Megjegyzeés

Az integralkozelito osszeg tagjai olyan szorzatok, melyek egyik
tényezoje a fuggvény egy értéke, a masik tényezoje a felosztasban
szereplo egy téglatest térfogata.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Tétel: az also és a felsé integralkdzelité 6sszegek viszonya

Ha f : I > R korlatos fuggvény, d, és d, az I intervallum két
tetszoleges beosztasa, akkor

s(f,d,)<S(f,d,)

vagyis egy fels0 integralkozelito osszeg nem lehet Kkisebb egy also
integralkozelito osszegnél.

Kovetkezmeény

Az also integralkozelito osszegek halmaza feliilrol korlatos.
A felso integralkozelito osszeg halmaza alulrol korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Definicio: also integral

Az f:I5>R korlatos fuggvény also integralkozelito oOsszegei
halmazanak pontos felso korlatjat az f fuggvény also integraljanak
nevezzuk.

[f=inf S(f,d)

deD(I)

Definicio: felsd integral

Az f:I->R korlitos fiiggvény fels0 integralkozelito oOsszegei
halmazanak pontos also korlatjat az f fuggvény felso integraljanak
nevezzuk.

Az elozo kovetkezmény miatt az also és a felso integral valos szam.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Megjegyzeés

A definiciok alapjan nyilvanvalo, hogy If < I f
[ |

Definicio: integral

Ha az also és a felso integral egyenlo, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény integralhato az 1 intervallumon. Az also és a felso
integralok kozos értékét az f figgveny 1 intervallumon vett
integraljanak nevezziik.

Jelolés

Ha az f:I>R fiiggvény folytonos, akkor integralhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Jelolés

A harmas integralt altalaban harom integral jellel irjuk:

TG

il I I j f(X,y,z) dxdydz

Ha az f:I>R fiiggvény folytonos, akkor integralhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Az integral néhany tulajdonsaga

Tétel: 0sszegfluiggveny integralja

Ha az f:I->R és a g:I->R fiiggvények
integralhatoak, akkor az f+g fiiggvény is
integralhato és

(Tagonként lehet integralni.)

Tétel: flggveény konstansszorosanak integralja

Ha az f:I>R fiiggvény integralhato és ceR,
akkor a c-f fuggvény is integralhato és

(Szorzo konstans kiemelhetd az integrdl elé.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Tetel: az integral additivitasa

Haaz {I,,1,, ..., I, } intervallumrendszer az I
intervallum egy beosztasa, és az f:I>R fiiggvény
integralhato az I, , I,, ... , I, intervallumokon,
akkor f integralhato az I intervallumon is és

Ha az f:I>R fuggvény integralhato az I (n dimenzios)
intervallumon, akkor integralhato barmely J < I n dimenzios
részintervallumon is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Toébbvaltozos figgvények Riemann integralja

Tétel: az integral monotonitasa

Ha az f:I->R és a gII->R fiiggvények
integralhatok, és f(x) < g(x), ha xel, akkor

Tétel: kozepertek tétel

Ha az f:I>R fiiggvény integralhato, meR
és MeR az f also és felso korlatja, azaz
m < f(x) < M, ha xel, akkor

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

Tétel: az integral kiszamitasa intervallumon

Legyen 1 = [a,b] = [a,b,] X [a,b,] x ... X [a,b] < R"
n dimenzios zart intervallum.

Ha az f:I>R folytonos, akkor az f fiiggvény I-n vett integralja
kiszamithato n db egyvaltozos integral kiszamitasaval az alabbiak
szerint:

jf = jf(xl,xz,...,xn) dx,dx,..dx, =

| [a1.,b;]x[a;,b; ]x..x[a,,by ]

b b,

= j j bff(xl,xz,...,xn)dxn ..aXx, |dXx,

X1=dy \ X,=4a, Xn=dy

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

A kettOs integral kiszamitasa téglalabon

Legyen I =[ab,] x [a,,b,] € R*kétdimenzids zart intervallum.

Ha az f:I->R folytonos, akkor az f fiiggvény I-n vett Kettds
integralja meghatarozhato ket db  egyvaltozos integral
kiszamitasaval az alabbiak szerint:

jjf(x,y)dxdy:f ff(x,y)dy dx

[a;,b,]x[a,,b,] X=a; \ Y=a,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

Hf_ ”( y 5y+2)dxdy j[j( \N 5y+2)dx

| [1,3]x[0,4] y=0 \ x=1




Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

59—2-8—10-8+16 _02%16—64z—17,78

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja

A harmas integral kiszamitasa téglateéten

Legyen I = [a,,b,] X [a,,b,] X [a,,b,] R’ haromdimenziés zart
intervallum.
Ha az f:I>R folytonos, akkor az f fiiggvény I-n vett integralja

kiszamithato harom db egyvaltozos integral kiszamitasaval az
alabbiak szerint:

b, b, bs

JJJfexy.2)ydxdydz= [ | [ | [f(xy,2)dz |dy |dx

[a1,by]x[a5,b; ]x[a3,bs] X=8; \ Y=a, \ Z=a3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja NEM NYOMTATASRA!

f(x,y,z)=x>-z2-5y-z° +6z -3} :[1,3]><[O,4]><[2,5]

j'(x32—5yz2 +62—3) dxdydz =

[1,3]%x[0,4]x[2,5]

5
j(x?’z —5yz° +62-23) dz] dy)dx =

—%25y+75 15) (ZX?’ —4—30y+12—6jdy]dx =

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

M

§x3—%y+54

3
>430 + 216) —0 |dx = 8—4x3 —4832jdx =
3 2 3

2 4 3 3 3

) 8_4.x_4_4832.XT _(1701_4832j_(§_4832j_—7144
2 2
=1

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja m

Definicio: sikbeli normal tartomany

Haf ,f, :[a,b] > R folytonos fiiggvények és

f,(x) <f,(x), xe[a,b], akkor a
H={(x,y)eR?|a<x<b,f(x)<y<f,(x)}

halmaz az ,x” tengelyre vonatkozo normal
tartomanynak nevezziik.

Ha g , g,: [a,b] > R folytonos fiiggvények és
g (x) < g,(x), ha ye[a,b], akkor a

H={(x,y)eR*|a<y<b, g (y)<x<g,y)}

halmaz az .,y” tengelyre vonatkozo normal
tartomanynak nevezzik

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Tétel: a ketts integral kiszamitasa normal tartomanyon

»X~ tengelyre vonatkozo normal tartomany esetén:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fiiggvények Riemann integralja

f(X,y) =X’y —X

1. 1_-°
8 5 10 3 120

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények Riemann integralja

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Tetel: az integral kiszamitasa polarkoordinatakkal megadotttartomény
esetén (integraltranszformacio)

Ha az f: R? - R fiiggvény integralhaté a H halmazon, akkor

jf(x,y)dxdyzjf(r-cosa,r-sina)-rdrda
H H

X=T"-COS O "
CL

y=r- sin o polus polar tengely

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja a4
Példa

Hatarozzuk meg az f(x,y) = x - 2y fiiggvény
integraljat a H halmazon!

A H halmazt deré¢kszogu koordinatakkal nehéz eloallitani,
polarkoordinatakkal viszont ,téglalap tartomannya”
egyszerusodik:

H={(r,o) |1<r<3,n/4<a<m/2}

igy az integralt a transzformacios formulaval célszeru
kiszamitani.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fiiggvények Riemann integralja

j(x—2y)dxdy:j(r-cosa—2r~sin o)-rdrdo =
H

H

2
='[r2-(cosoc—28inoc)drdoc: j [I rz-(cosa—ZSina)erdaz
H T \Ur

_ =1
o=—

r=1

a_

2 | 3T 26 |

cCoSa—-Z2ZSIno — _ CoOSo—-ZSInha)do =
f ( 2 ){3} ; ( 2sina)d
-

:é-[sinoc+2c;osoc];i’fn,4 _25 1—3-£
3 3 2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja m
Megjegyzes

Az

[f(x,y)dxdy = [F(r-cosa,r-sina)-rdrdo EEITLY
H H

az a legfontosabb tartalom, hogy dx dy =rdrda

Altalanosan: ha kettés integralban 1j valtozékra tériink at, példaul
az x-y valtozokrol az u-v valtozokra, akkor meg kell hatarozni, hogy
az eredeti integralban szereplo dxdy formula helyébe mi Keriil.

Ehhez sziikség van az un. Jacobi determinansra, amit a régi és az uj
valtozok kapcsolatat megado x(u,v) és y(u,v) kétvaltozos fiiggvények
parcialis derivaltjaibol képzunk:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények Riemann integralja

Definicio: Jacobi determinans

Ha az integraltranszformacio (uj valtozokra valo attérés) esetén a
régi (x,y) és az uj (u,v) valtozok kapcsolata az

(u,v) - x(u,v) (u,v) -> y(u,v)

fiiggvények altal adott, akkor a problémahoz tartozo Jacobi
determinans:

o, X(u,v) o ,x(u,v)
0,y(u,v) 0,y(u,v)

J(u,Vv) = det

Az uj valtozokra valo attéréskor a kovetkezo formulat kell hasznalni:

dx dy =J(u,Vv) du dv

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények Riemann integralja I8

Sikbeli derékszogu koordinatakrol (x,y) sikbeli polar koordinatakra
(r,a) valo attérés esetén a Jacobi determinans:

), a) :det(arx(r’a) Qxx(r,oc)]

o.y(r,a) 0,y(r,a)

SIn o I-COSa

dx dy = r dr da

cosa. r-(—sina) _
=det( ]:r-coszowr-smzoc:r

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



