NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények

Tobbvaltozos, valos erteki fuggvéenyek

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Definicio: tobbvaltozos fuggvenyek

Azokat a fiiggvényeket, melyeknek az értelmezési tartomanya R"
egy részhalmaza, n valtozos fuggvényeknek nevezziik.

1. A gazdasagi eredetii problémak matematikai modelljében gyakoriak a
sokvaltozos fiiggvények (példaul: termelesi fiiggvény)

2. Az R3>R tipusu fiiggvényeket szokas skalarmezonek nevezni.

Ilyenek példaul a skalar jellegii fizikai mennyiségeknek (tomegsiiriiség,
toltessiiriiség, homérséklet, potencial, stb.) a helytol valo fiiggését kifejezo
fuggvenyek.

3. A geografiaban hasznalt domborzati térképek tekintheték R?—R
tipusu (kétvaltozos) fuggvényeknek.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Kétvaltozos fuggvenyek abrazolasa

A tobbvaltozos fiiggvények kozill csak a kétvaltozosakat tudjuk
abrazolni. Ekkor is egy haromdimenzios kép térhatasu sikbeli
abrazolasarol van szo.

Az abrazolasnak két esetben van szerepe:

e a tobbvaltozos fuggvényekkel kapcsolatos fogalmak tartalmanak
specialisan kétvaltozos fiiggvényeken valo bemutatasakor

e olyan esetekben, amikor egy kétvaltozos fiiggvény egy feliilet
megadasara szolgal

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények 4

Kétvaltozos fuggvenyek abrazolasa

£(3,2)= 9+ 4 =13

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Definicio: szintvonalak

Ha c eleme az (x,y)—>f(x,y) fuggvény értéekkészletének, akkor az

{(xy)eR? | f(x,y) =c}
sikgorbét c értékhez tartozo szintvonalnak nevezziik.

A definicio szerint egy szintvonal pontjaihoz a figgvény ugyanazt
az értéket rendeli.

f(x,y)=¢c, Kkonstans

f(x,y)=c; konstans

Megjegyzeés

A domborzati térképek szintvonalainak jelentése ugyanez.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények R

Definicid: paramétervonalak

A kétvaltozos fiiggvények paramétervonalai sikgorbék, a
fliggvényfeliiletnek a ,.fiiggoleges” koordinatasikokkal parhuzamos
sikokkal valo sikmetszetei.

A paramétervonalak olyan egyvaltozos fiiggvények grafikonjaként
allnak elo, melyek az eredeti kétvaltozos fuggvény egyik
valtozojanak rogzitésével keletkeznek.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

A masodik valtozé rogzitésével Az elso valtozé rogzitésével
keletkezo6 paramétervonalak keletkezo paramétervonalak

y— 1(xy,y)

(X,y) = x>+ y?

X = x>+ 4 y = 9+ y?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények KN

Tobbvaltozos fuggvenyek hatarérteke és fonténosséga

Emlekeztetd: egyvaltozos fuggvény hatarertéke

Az f:D—R fiiggvény hatarértéke a D egy x, torlodasi pontjaban
AeR, ha barmely D-beli (x,), X, # X, sorozat esetén, melyre
X, > X,
fennall, hogy
f(x,))>A

lim (x) = A
X—Xg

limx? =9

X—3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények IS

Definicid: tobbvaltozés fluggvény hatarértéke

Tekintsiik az f:D(cR")—R fiiggvényt, és r, legyen torlodasi pontja az f
értelmezési tartomanyanak.

Ha van olyan AeR, melyre fennall, hogy barmely D-beli
r,—>r, (@,#r,,neN)
sorozat esetén
f(r,) — A,
akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarertéke a r, helyen A.

limf(r)=A

Jelolés:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények

— 2 ha (x,y)=(0,0)

fX,y)={x?+y
0, ha(x,y)=(0,0)

Az f fuggvénynek a (0,0) helyen nem létezik hatarértéke (és igy nem is
folytonos). Indoklas:

sorozat esetén:

sorozat esetén:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Emlékeztetd: egyvaltozos fuggvény folytonossaga

Az f:D—>R fiiggvény folytonos az x,eD helyen, ha barmely
(x,):N->D,

X, = X,
sorozat esetén fennall, hogy

f(x,)—=>1(x,).

Az f(x)=x?fiiggvény folytonos az x,=3 helyen,
mert ha
x,—3,
akkor
f(x ) =(x,)> > 9=1(3)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények

NEM NYOI\‘ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Definicio: tobbvaltozos fuggveny folytonossaga

Az f : D (cR™ — R fiiggvény folytonos az r,ecD helyen, ha
barmely D-beli

r—»r
sorozat esetén
t(r,) > ().

Megjegyzés: folytonossag és hatarerték letezésenek kapcsolata

Legyen DcR" nyilt halmaz.

A definiciokbol lathaté, hogy az f:D—R fiiggvény pontosan
akkor folytonos az r,eD helyen, ha f-nek létezik hatarértéke
I,-ban, és az éppen f(r,).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények
Definicio

.V /

Linearis fuggvenyek

(Xps Xppeees X)) = KXy + Ky X, +oo i+ K X = KoX
fuggvényeket, ahol k,, k,, ... , k. valos szamok, n valtozos linearis
fiiggvenyeknek nevezziik.

Az egyvaltozos linearis A kétvaltozos linearis fuggveények:
fliggvények: x — k-x (X;,X,) = kX, + k,- X, = kex

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények
Megjegyzes

A linearis fuggvények alapveto szerepet jatszanak a
differencialszamitasban, hiszen a differencialas valojaban
linearis fuggvénnyel valo kozelitest jelent:

Egyvaltozos (differencialhato) fuggvény linearis kozelitése az
un. érinto egyenessel valo kozelitést jelenti, ennek meredeksége
az adott pontbeli differencialhanyados.

Keétvaltozos (differencialhato) fiiggvény linearis kozelitése az un.
érinto sikkal valo kozelitést jelenti, melynek normalvektorat az
adott pontbeli an. parcialis differencialhanyadosok hatarozzak
meg.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Tobbvaltozos fuggvenyek differencialasa

Emlekeztetd: egyvaltozos fuggvények differencialnanyadosa

Az f£:D(cR)>R fiiggvény differencialhatd az értelmezési
tartomanyanak egy x, belsé pontjaban, ha van olyan keR szam,
melyre

F(X) —F(X,) = k- (X —Xp) +£(X—Xp) - (X~ X,)

lime(x—-x,)=0
X—>Xg

Ekkor a Kk szamot az f fiiggvény x, helyen vett

differencialhanvadosanak nevezzik. Jelolés:
' k=1"(X,)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tobbvaltozds fliggvények
Megjegyzeés

A

A =100 ~T(0)

jelolésekkel a differencialhatosag feltétele szemléeletesebb alakot olt:

Af =k - AX +€g(AX) - AX

ahol

lm () =0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fuggvények

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicid: tobbvaltozos fluggvenyek differencialhnanyadosa

Az f:D(cR") — R fiiggvény differencialhato a D értelmezési
tartomany r, belsé pontjaban, ha van olyan ke R" vektor, melyre

f(r)—f(ry)=ke(r—ry)+e(r—ry)e(r—rp)
ahol
lime(r—r;)=0

r-ry

Ekkor a Kk vektort az f fiiggvény r, helyen vett
differencialhanyadosanak, vagy gradiensének nevezziik.

Jelolés:
K:f’([o) K:gradf([o)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Megjegyzesek

1. A

Ar=r—r, Af =f(r)—T1(r,)

jelolésekkel a differencialhatosag feltétele szemléletesebb alakot olt:

Af =K-Ar+g(Ar)-Ar

ahol

Jim g(Ar) =0

2. Ha differencialhanyados létezik, akkor egyértelmu.

3. Ha DcR" nyilt halmaz (minden pontja belsé pont) és az
f:D—R fiiggvény differencialhaté a D minden pontjaban, akkor
azt mondjuk, hogy f differencialhato a D halmazon.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Definicid: iranymenti derivalt

Legyen f:D(cR")—R, r, a D értelmezési tartomany belsé pontja,
0xveR" legyen rogzitett vektor, és v° jeldlje a v iranyu, egységnyi
nagysagu vektort.

Az f fiiggveny r, pontbeli, v iranyban vett iranymenti derivaltjan a

of f(ry+A-v") —f(ro)

oy (o) =1m .

hatarértéket értjilk, amennyiben létezik és valos.

Megjegyzes

Vegyik észre, hogy a definicioban egy egyvaltozos fiiggvény
hatarértékérol van szo! Az egyetlen valtozo: A.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Az iranymenti derivalt jelentese

A v iranyban vett iranymenti derivalt
szemléletesen azt fejezi ki, hogy az értelmezési
tartomanyban az r, pontbol a y iranyban
»haladva” mennyi a fiiggveényértékek
valtozasanak gyorsasaga.

Megjegyzes

Ahol az f fiiggvény differencialhato, ott létezik az 6sszes iranymenti
derivaltja is, az iranymenti derivaltak létezésébol viszont nem
kovetkezik a differencialhatosag.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Definicio

Legyen f:D(cR")—R, r, a D értelmezési tartomany belsé pontja,
tovabba az e.e, ,....e, vektorok legyenek az R" természetes
bazisanak bazisvektorai. Az f fiiggveny I, pontbeli,

Parcialis derivalt

¢, iranyban vett

iranymenti derivaltjat az f fiiggvény r, pontbeli i-edik (vagy i-edik
valtozo szerinti) parcialis differencialhanyadosanak, vagy roviden
parcialis derivaltjanak nevezzik (i=1,...,n) .

Megjegyzes

A parcialis derivaltak tehat specialis iranymenti derivaltak.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Jelolések

Az f fiiggvény r, pontbeli i-edik valtozo szerinti parcialis
derivaltjanak jelolései:

Szokas a valtozo sorszama helyett magat a valtozot szerepeltetni a
parcialis derivalt jelolésénél: peldaul az x valtozo szerinti parcialis
derivalt lehetséges jelolései:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Megjegyzes: a differencialhanyados €s a parcialis derivaltak

A parcialis derivaltak létezésébol altalaban nem kovetkezik a
differencialhatosag, de igaz a kovetkezo tétel:

Ha az r; hely valamely kornyezetében az f fiiggvénynek minden
valtozo szerint létezik parcialis derivaltja, tovabba ezek
folytonosak r,-ban, akkor f differencialhato r,-ban.

Az elobbiekben a parcialis derivaltat, mint specialis iranyban vett
iranymenti derivaltat értelmeztiilk. Most megadjuk a parcialis derivalt
kozvetlen definiciojat.

(Az egyszeriiség kedvéért a definiciokat csak a kétvaltozos esetre irjuk fel, de
ezzel analog modon lehet eljarni kettonél tobb valtozos esetben is.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

A parcialis derivaltak kdzvetlen értelmezése
(kétvaltozos fuggveny esetére)

Definicio: elsd valtozo szerinti parcialis derivalt

Legyen f:D(cR?»—R, (x,,y,) a2 D belsé pontja. Az f fiiggvény (x,,y,)
helyen vett, els0 valtozo szerinti parcialis differencialhanyadosan
(vagy roviden parcialis derivaltjan) a

aXf (XO’ yo) — Ilm w
X—>Xg X — X,

hatarértéket értjilk, amennyiben ez létezik és
véges.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

Az elsé valtozo szerinti parcialis
derivalt geometriai jelentese
kétvaltozos fuggveny esetén

Az elso valtozo szerinti parcialis derivalt az y valtozo rogzitésével

nr

eloallo feliileti gorbe érintojének meredekségét adja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

A parcialis derivaltak kdzvetlen értelmezése
(kétvaltozos fuggveny esetére)

Definicio: masodik valtozo szerinti parcialis derivalt

Legyen f:D(cR?»—R, (x,,y,) a2 D belsé pontja. Az f fiiggvény (x,,y,)
helyen vett, masodik valtozo szerinti parcialis
differencialhanyadosan (vagy roviden parcialis derivaltjan) a

0,F(Xq,Y,) = lim T(%0,Y) =T(Xo, o)
Y=Yo y_yO

hatarértéket értjilk, amennyiben ez létezik és
véges.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

A masodik valtozo szerinti parcialis
derivalt geometriai jelentese
kétvaltozos fuggveny esetén

A masodik valtozo szerinti parcialis derivalt az x valtozo rogzitésével

. r

eloallo feliileti gorbe érintojének meredekségét adja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Megjegyzes: gradiens vektor komponensei

Ha az f:D(cR™—R fiiggvény differencialhaté a D értelmezési
tartomany r, belso pontjaban, akkor r,-ban léteznek a parcialis
derivaltak.

Az r, helyen vett gradiens vektor komponensei az ottani parcialis
derivaltak:

gradf (r,) = (0, (ry), 8,f (o)., 0, (ry))

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Tétel: az iranymenti derivaltak és a gradiens vektor

Legyen az f:D(cR")—R fiiggvény differencialhaté a D értelmezési
tartomany r, belsé pontjaban, veR" legyen rogzitett vektor, és
v0 jelolje a v iranyi, egységnyi nagysagu vektort.

A v iranyban vett iranymenti derivalt kiszamithato a gradiens
vektor és a v? vektor skalaris szorzataként:

T (1) = gradf (r,) o'
oV

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények
Példa

2 2
: X, X, 2
(X, X5, X5) =X, +——+——+—

A4X, X, X,

Hatarozzuk meg az f fliggvény

e elsorendu parcialis derivalt fuggvényeit
* gradiens vektorat az r, helyen

 iranymenti derivaltjat a r, helyen, a y iranyban!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozoés fliggvények

Az elsorendu parcialis

derivalt fuggvények:

0-4x,—X,” -4
16X,°

0,f (X, X,,X;) =1+

!!'a szamolas kozben x, és x; konstans!!!

B (X0 X, Xg) = 04 04 L2y, 4 U Xe= 2L 2Xs 2
X, X, X, X,

!!'a szamolas kozben x, és x, konstans!!!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozds fliggvények B oI g

Az elsorendu parcialis derivalt
fiiggvények értéke az r, helyen:

0,f(ry) =0,(1,4,2) = -3

0,f(r,) =0,f(1,4,2) =

2
0,1 (X X X,) = 2 -5 0, (1) = 0,f(1,4,2) =

X3

A gradiens vektor: grad f ([0) =gradf (1,4,2) = ( 3 % %)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tobbvaltozos fliggvények

Definicid: differencial :

Tekintsiik az f:D(cR")—R fiiggvényt.
Legyen

Ly = (X105 X205 +++ 5 Xpo)

a D egy belso pontja, legyen tovabba

F=(X;,Xy5ee0,X)
a D egy pontja és

AX;= X17X1g » AXy= Xp-Xp0 5 eee s AX, =X =X .
Ar =r -r, = (Ax,, Ax,, ..., AX,)

Ha f differencialhato az r, helyen, akkor az f fiiggvény r, pontbeli,
a Ar eltéreshez tartozo (elso) differencialja:

0,f(ry)-Ax, +0,f(ry,) -AX, +...+0 T(r,)-AX.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények

0,f(ry)-Ax, +0,f(ry,) -AX, +...+0 f(r,)-AX.

Megjegyzes

A differencial roviden felirhato a gradiens vektor segitségével:

gradf(r,) e Ar

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Definicio: linearis kozelités

Ha az f:D(cR")—>R fiiggvény differencialhaté a D értelmezési
tartomany I, belsoé pontjaban, akkor az f fiiggveny r, pontbeli linearis
kozelitésén azt értjiik, hogy a fuggvény

Af=f(r)-1(r,)

megvaltozasat a differenciallal kozelitjuk:
AT =1(r)—1(ry) =~ gradf(r,) e Ar =

= 0,F(r,)-AX, +0,F(r,)-AX, +...+ 0 F(r,) - AX_

avagy: f(r)=1(ry)+gradf(ry)eAr

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények
Linearis kdzelités kétvaltozos fiiggvény esetén

Keétvaltozos differencialhato fiiggvény esetén a linearis kozelités az
un. ,.érintosikkal valo” kozelitést jelenti.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: érintdsik

Ha az (x,y)—>1(x,y) kétvaltozos fiiggveény differencialhato a r,=(x,.y,)
helyen, akkor az f fiiggvény r, pontbeli érintosikjan a kovetkezo
fiiggvenyt (annak grafikonjat) értjuk:

S(X’ y) :f([o) +axf ([o) ' (X _Xo) +8yf ([o) ' (y_yo)

Az f fiiggvény r, pontbeli linearis kozelitése:

f(X,y) = S(X,y)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Péld
P x? 2
f(X,X,, Xy) =X, +——+——+—

AX, X, X,

Hatarozzuk meg az f fiiggvény

* linearis kozelitését az r, helyen
e kozelito értékét az

r=(1.12,3.98, 1.95)

helyen!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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o.f(r,)=0,f(1,4,2)=-3

0,f(r,)=0,f(14,2) =

0,f (ry) = 0,f (1L,4,2) =

71

gradf(r,) =gradf(1,4,2) = (— 3’2’5)

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!
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A linearis kozelités:

f(r)~f(r,)+gradf(r,)eAr =
=1 (rg) + 0,7 (rg) - AX, + 0,1 (F) - AX, +0,F () - AX; =

=7-3-(x,~1)+1.75-(x, —4) +0.5- (X, - 2)
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f(r)~7—-3 (X, ~1)+1.75-(x, —4) + 0.5+ (X, — 2)

A fiiggvény kozelito értéke azr, = (1.12,3.98, 1.95 ) helyen:

f(r,)="F(1.12,3.98,1.95)
~7-3-(1.12-1)+1.75-(3.98—4) + 0.5-(1.95- 2) =
~7-3.0.12+1.75-(~0.02) + 0.5- (—0.05) =
~7-0.36-0.035-0.025=7-0.42 = 6.58

Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk fel!
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Definicio: masodrend( parcialis derivaltak

Legyen f:B(r,,r)(cR"—R, ie{l,...,n}, je{l,...,n}. Ha

 f-nek minden reB(r,r) pontban létezik az i-edik valtozo
szerinti 0.f(r) parcialis derivaltja

* a r—0f(r) parcialis derivalt fiiggvénynek az r, pontban létezik
a j-edik valtozo szerinti parcialis derivaltja

akkor ezt az f fiiggvény j és i valtozok szerinti masodrendu
parcialis derivaltjanak nevezzik.

Jelolés

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzes —

A masodrendu parcialis derivaltak jelolésére szokasosak még az
alabbi jelolések is:

A jelolesben utalhatunk kozvetlenill azokra a valtozokra, melyek
szerint a derivalast veégeztik. Péeldaul az x,, majd az x, valtozo
szerinti derivalas jelolése:

aXz axlf (£0) ailef (£O)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio :

Ha f£:B(r,,r)(cR"M—R fiiggvénynek B(r,r)-ban léteznek az
elsorendu parcialis derivalt fiiggvényei, és ezek Gjra minden valtozo
szerint parcialisan differencialhatok az r, pontban, akkor azt
mondjuk, hogy f kétszer differencialhato r,-ban.

Definicio

Ha f:B(r,r)(cRM—>R fiiggvénynek B(r,r)-ban léteznek az
masodrendu parciadlis derivalt fiiggvényei és ezek folytonosak
r,-ban, akkor azt mondjuk, hogy f Kkétszer folytonosan
differencialhato r,-ban.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények 46

Megjegyzés: Young tétel (a derivalasok sorrendjének felcserélhetésége)

Ha az f:B(r,,r)(cR")—R fiiggvény kétszer differencialhaté r,-ban,
akkor az I, pontbeli masodrendi parcialis derivaltak
kiszamitasakor a derivalasok sorrendje felcserelheto, azaz

ajaif([O) :ai ajf([o)

ie{l,...,n}, je{l,....n}.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Kvadratikus fuggvenyek

Definicio

Legyen n pozitiv egész szam. A

alaku fuggvenyeket, ahol A=(a;) egy n-edrendu szimmetrikus
matrix, kvadratikus fiiggvenyeknek (vagy kvadratikus formanak)
nevezzuk.

Az A matrix a Q kvadratikus fiiggvény matrixa.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Az A matrixhoz tartozo (3 valtozos) kvadratikus fuggveny:

+ 1hyh,+2h,2 — 2h,hy+

=2h,2+ 2h,2 + 4h,2+2h,-h, — 4h,h, + 6h,-h,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények m

Megjegyzes

Nyilvanvalo, hogy barmely Q kvadratikus fiiggvényre Q(0) = 0.

A Q:R"—>R kvadratikus fiiggvény

e pozitiv definit, ha Q(h) > 0, amikor h = 0
e negativ definit, ha Q(h) <0, amikor h = 0

e indefinit, ha Q folvehet pozitiv és negativ értéket egyarant.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények

A

Q(h,, hy, hy) =2h 2+ 2h,> + 4h,;> + 2h-h, — 4h,-h, + 6h,-h,
fiiggvény pozitiv definit.
Ez az alabbi egyszeru atalakitasbol konnyen levezetheto:
2h 2+ 2h,?>+ 4h,2+ 2h;-h, — 4h,-h; + 6h-h; =
= (h,+h,)*+ (h,—2h,)* + (h;+3h,)?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: sarokdeterminansok

Egy n-edrendu kvadratikus matrix sarokdeterminansai az elso k
sorban ¢és az els6 Kk oszlopban 1évo elemekbol allo
k-adrendiu matrixok determinansai (k=1....,n).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel: a definitség megallapitasa sarokdeterminansokkal

Egy kvadratikus fuggvény pontosan akkor pozitiv definit, ha
matrixanak bal felso sarokdeterminansai pozitivak:

D,>0,D,>0,...,D >0

Egy kvadratikus fiiggvény pontosan akkor negativ definit, ha
matrixanak bal fels0 sarokdeterminansai valtakozo elojeluek ugy,
hogy D, negativ:

D,<0,D,>0,D,<0,D,>0,...

Egy kvadratikus fiiggvény matrixanak bal felso sarokdeterminansai
nullatél kiilonbozoek, és a fenti két eset nem all fenn, akkor a
kvadratikus fuggvény indefinit.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Q(hy, h,, hy) = 2h,2+ 2h,2 + 4h,2+2h,-h,— 4h,h, + 6h -,

D,=det{1 2 -2
3

igy Q pozitiv definit.
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Tobbvaltozos differencialhato fliggvények
szélsOertek-szamitasa

Tétel: a helyi széls6értek letezésenek szukseges feltétele

Ha az f:D(cR")—>R differencialhaté fiiggvénynek helyi szélsoértéke
van a D értelmezési tartomany r, belso pontjaban, akkor az r,
pontbeli elsorendu parcialis derivaltak értéke 0:

Oyf (Ig) = Opf (1) = ... =0,f (rp) =0

Megjegyzes

Kétvaltozos differencialhato fiiggvény
esetén ott lehet helyi szélsoerték, ahol az
érinto sik ,,vizszintes”.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Kovetkezmeny —

nr

Differencialhato fiiggvény esetén a helyi szélsoértékek keresésekor
elsoként azokat r, helyeket kell meghatarozni, ahol a parcialis

derivaltak értéke 0, az elozo tétel szerint ui. helyi szélséérték csak
ezeken a helyeken lehet.

Megjegyzes

Helyi szélsoérték létezéséhez nem elegendo, hogy az elsorendu
parcialis derivaltak értéke 0.

Az elegendoséghez tovabbi feltételt kell megfogalmazni a
masodrendu parcialis derivaltakra vonatkozoan.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicid

Legyen az f:B(r,r)(cR")—>R fiiggvény kétszer folytonosan
differencialhato r,-ban, és definialjuk a Q:R"—>R fiiggvényt a
kovetkezoképpen:

Q(hy,....,h,)) = izn:aiajf([o)hihj

i=1 j=1

Megjegyzeés

Az igy definialt Q fuggvény kvadratikus.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel: a helyi széls6érték leétezésének elegendd feltétele

1. ESET

Legyen az f:B(r,r)(cR"—>R fiiggvény kétszer folytonosan
differencialhato r,-ban.

Ha
0.f(t,)=0,f(ty)=...=0.f(r;) =0

Qhy,hy) = S 0,0 £(r)h;h,

i=1 j=1

kvadratikus fiiggveny pozitiv definit, akkor f-nek r,-ban helyi
minimuma van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel: a helyi széls6érték leétezésének elegendd feltétele

2. ESET

Legyen az f:B(r,r)(cR"—>R fiiggvény kétszer folytonosan
differencialhato r,-ban.

Ha
Oy (ry ) = 0,f (ry) = ... =0, (1) = 0

QN 1) =Y 00 F(r)hh,

i=1 j=1

kvadratikus fiiggvény negativ definit, akkor f-nek r,-ban helyi
maximuma van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozos fliggvények

Tétel: a helyi széls6érték leétezésének elegendd feltétele

3. ESET

Legyen az f:B(r,r)(cR"—>R fiiggvény kétszer folytonosan
differencialhato r,-ban.

Ha
0.F(r)=08,f(r,)=...=0f(,)=0

Qhy,h,) =33 0,0 £(r)hih,

i=1 j=1

kvadratikus fiiggvény indefinit, akkor f-nek r;,-ban nincs helyi
szelsoertéke.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvény helyi szélsoerték-helyeit és a
szelsoertékeket!

2 2
X,” X 2

f(X, Xy, X5) =X, +——+——+—, X, >0,%,>0,x,>0
AX, X, X

1. lépés
Az elsorendu parcialis derivalt v
fliggvények meghatarozasa: 0,f(X,,X,,X 3) -2 73

2X,

2X,

04 (X1, X5, X5) :X_z_x_f

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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2. lépés

A0, f=0,f=... =01 =0 egyenletrendszer megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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X

O,F (X, X, Xy) = —2
2 1 2 3 2X1
2X
O5f (X1, X5, X3) = : 2
X, X3
3. lépés
A masodrendu parcialis
derivalt fliggvények
meghatarozasa.

(A konnyebb dttekinthetoség kedvéért a fiiggvényeket tablazatba
irjuk. Az elso sorban a Jf, a masodik sorban Of, a harmadik
sorban a Of fiiggvény derivaltjai vannak.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Tobbvaltozés fliggvények

4. lépés

A masodrendu parcialis derivalt fiuggvények eértéekének
meghatarozasa ott, ahol az elsorendu derivaltak értéke egyszerre
volt nulla.

Most egy ilyen pont van az r;:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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5. lépés

Meg kell allapitani, hogy az A matrix milyen
definitségu Q kvadratikus fiiggvenyhez
tartozik, ebbol megallapithato, hogy a vizsgalt
pontban van-e helyi szélsoértek, és milyen
jellegil.

D=16 > 0, D,= 28 > 0, D;,= 104 > 0 vagyis az A matrix pozitiv
definit kvadratikus fiiggvényhez tartozik. Ebbol kovetkezik, hogy
az f-nek P-ben helyi minimuma van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzes

A fentiekbol lathato, hogy a

Q(hy,hy) = S 0,0 £(r )N,

i=1 j=1

kvadratikus fiiggvényt nem sziikséges felirni, elegendo csak a
matrixaval szamolni.

A fent megoldott feladatban a kvadratikus
fliggvény a kovetkezo alaku lett volna:

Q(h,, hy, hy) = 4h,2 — 4-h -h, + 3-h,>— 4-h,-h, + 6-h,?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Tobbvaltozos fuggvények n

Tobbvaltozés Taylor polinomok

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



