NEM NYOMTATASRA!

Valos és komplex szamsorozatok

Valos szamsorozatok

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: sorozat

Legyen A#J. Az f:N—>A fiiggvényeket az A halmaz elemeibdl
képzett sorozatoknak nevezziik.

(N szokas szerint a természetes szamok halmazat jeloli.)

1->1(1) 1 -1
2>1(2) 2 H,
n—>f(n) n—->t

Jelolések

f =1(n) : az f sorozat n-edik eleme

(f) : az f:N—A sorozat rovid jelolése

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos és komplex szamsorozatok

Definicio: valdos szamsorozat

Az (a,):N—>R sorozatokat valos szamsorozatoknak nevezziik.

Az a_=n’+ 2n sorozat elsé 5 eleme:

a,=3,a,=8,a;,=15,a,=24,a.=35

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok IEN

Szamsorozatok abrazolasa

Fluggvényszeriien:

Szamegyenesen:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Valdos szamsorozatok hatarertéke

konvergens sorozatok
(a hatarérték egy valos szam)

szamsorozatok

+co-hez divergalo sorozatok
(a hatarérték +oo )

divergens -00-hez divergalo sorozatok
sorozatok (a hatareérték -oo )

egyeb divergens sorozatok
(nincs hatarérték)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok I

Definicio: konvergens sorozat

Az (a,) sorozat konvergens, ha van olyan A valdos szam, hogy
barmely pozitiv € esetén az A szam

]A-e,A+¢| kornyezetén Kivil
a sorozatnak legfeljebb csak véges sok eleme van.

Az A valos szamot a
sorozat hatarértékének
nevezzik.

lima, =Af lima = A
N—00

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Ha egy sorozat konvergens, akkor a hatarertéke egyertelmil.
(Azaz: nem lehet tobb kitlonbozo hatarértek.)

Tétel: a konvergencia egy ekvivalens megfogalmazasa

Az (a ) sorozat konvergens, ha van olyan A valos szam, melyre igaz
a kovetkezo allitas:

az A barmely U=]A-g,A+g|
kornyezetéhez van olyan n ,eN szam
(kiiszobszam), hogy az n -adik elemtol
kezd6déen (azaz ha n>n ) a sorozat

minden eleme U-ban van. 1234567 8 9101112

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

n NEM NYOMTATASRA!

Tétel: a konvergencia egy ekvivalens megfogalmazasa

Az (a,) sorozat konvergens, ha van olyan A valos szam, melyre igaz
a kovetkezo allitas:

barmely € > 0 szamhoz létezik olyan n eN, hogy

han=>n_, akkor|a —A|<e.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok KN
Megjegyzes

A konvergencia fenti megfogalmazasainak ekvivalenciaja konnyen
belathato, ha eszrevessziik, hogy az alabbi harom feltétel ugyanazt
jelenti:

la,—A|<e

1234567 89101112

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

Igazoljuk, hogy

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A konvergencia harmadik ekvivalens megfogalmazasa szerint ehhez
azt kell kimutatni, hogy ha n ,,elég” nagy, akkor az | a_— 0 | eltérés
barmilyen Kicsi pozitiv € szamnal is kisebb lesz.

Ez igaz, hiszen
|la,-0]|<e & |1/m-0|<es1/n<esn>1/e

Példaul: € = 0,002 esetén n,= 501 megfelel kiiszobszamnak

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: +oo-hez divergald sorozatok

Az (a)) sorozat +oo-hez divergal, ha barmely KeR szam esetén a
sorozatnak legfeljebb csak véges sok, K-nal kiesebb eleme van.

selslssck MMl lima, = +oofflima_ = +oo
N—00

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Tétel: egy ekvivalens megfogalmazas

Az (a,) sorozat +oo-hez divergal, ha barmely KeR szamhoz van
olyan n,eN szam (kiiszobszam), hogy az n_-adik elemtol
kezdodoen (azaz ha n=>n) a sorozat minden eleme K-nal
nagyobb vagy egyenlo.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Indoklas: a =2">K, ha n>log,K

Példaul:

K=1000 esetén n ,=10 megfelel kiiszobszamnak

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicid: -wo-hez divergalo sorozatok

Az (a ) sorozat -oco-hez divergal, ha barmely KeR szam esetén a
sorozatnak legfeljebb csak véges sok, K-nal nagyobb eleme van.

Jelolések

Megjegyzes

Vigyazat: lim (-2") és lim (-2)" nem ugyanazt jelenti!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok
Megjegyzes

A hatarérték a sorozat ,veégének” jellemzoje: ha az (a)
sorozatnak van hatareértéke, akkor az (a ) véges sok elemének
megvaltoztatasaval Kkeletkezo sorozatnak is ugyanannyi a
hatarértéke.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Néhany nevezetes
konvergens sorozat

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

e: az Euler szam, értéke kozelitoleg 2,718

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds és komplex szamsorozatok

Tétel: a hatarerték és a miveletek kapcsolata

Ha az (a ) ¢s a (b,) sorozatok konvergensek, tovabba
lima =A,limb =B (A,BeR) és ceR,

akkor az (a_tb ), az (a b ) és a (c-a ) sorozatok is konvergensek, és

lim(a,+b,)=A+B lim(a,-b,)=A-B

lim(c-a,)=c-A

Tovabba ha b #0 (n eN), és B #0, akkor az (a /b ) sorozat is
konvergens és

lim(a,/b )=A/B

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok
Megjegyzes

Ha két (véges, vagy végtelen) hatarértékkel rendelkezo sorozat
kozott muveletet végziink, de nem teljesiilnek az elozo tetel
feltételei, példaul azért, mert legalabb az egyik sorozat hatarértéke
végtelen, vagy két 0 hatarértéka sorozatot osztottunk el, akkor
elofordulhat az is, hogy pusztan a hatarértékek alapjan meg lehet
allapitani az j sorozat hatarértékét, de az is, hogy ez nem
lehetséges (ha van egyaltalan hatarérték). Az utobbi eseteket szokas
hatarozatlan alaku hatarérték-feladatnak nevezni.

A kovetkezo tablazatban ? jeloli a hatarozatlan eseteket. A ! jel
arra utal, hogy elojelvizsgalattal a hatarérték megallapithato. A
tobbi esetben a hatarérték szerepel.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A diakon megjelend szovegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Mlszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

A kovetkezo tételben szereplo allitasokat gyakran kell alkalmazni a
szamolasokban.

Ha a —0 és a >0, neN, akkor

Ha a —0 és a <0, neN, akkor

Ha a,—+oo vagy a,—-00, akkor

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Tovabbi, gyakran el6fordulo ,hatarozatlan formak”

hatarertek-feladat hatarozatlan, ha a —0 és b, —0.

A S8 hatarérték-feladat hatarozatlan az alabbi esetekben:
| d N

e a,—>0 ¢ b—>0
e a,—1 é b, >+

e a —>too és b, —0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Példa: egy hatarozatlan feladat megoldasa

. 5n°-3n+12
m—

N || a2 17 hatarérték-feladat +oo/+o0 tipusu, igy hatarozatlan.
n-+ /N

A feladat megoldhato az alabbi technikaval, melynek lényege, hogy a
a tort szamlalojat és nevezojét elosztjuk az n-nek a nevezoben
szereplé legnagyobb hatvanyaval (itt n2-tel):

5n® —=3n+12 .
AN———————

lIm >
3n“+7n

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

A hatarertek es a rendezés kapcsolata

Tetel Haa —>A,b,—>Bésa <b,neN = A<B

Tétel: ,rend6r elv” Haa —>A,b >Aésa <c <b,neN = ¢ —>A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds és komplex szamsorozatok

A hatarertek es a rendezés kapcsolata

Téte

Haa — +twésa <b,neN =b_ — +w

Hab, —-oésa <b,neN =a — -

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: monotonitas

( monoton névekvo r

<
szigoruan monoton novekvo <
Az roz . p han<m
(a,) sorozat 4 oton csokkend = W<,

L szigoruan monoton csokkeno

\

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok B oI g
Példa

a_ = n sorozat szigoruan a =1/n sorozat szigoruan
monoton novekvo monoton csokkeno

el IR FERE S Y - B

12345678

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds és komplex szamsorozatok

Definicio: korlatossag

alulrol korlatos
Az (a ):N—>R sorozat y feliilrél korlitos ha az értékkészlete
korlatos

ugyanolyan értelemben korlatos.

Definicio

Az eértékkészlet felso, also, pontos felso, pontos also korlatja, a
sorozatnak ugyanolyan korlatja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

a_ = n sorozat
pontos also korlatja: 1
felillrol nem korlatos

8
7
6
5
i‘
3
2
1
0

12345678

a_=1/n sorozat
pontos also korlatja: 0
pontos felso korlatja: 1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

Tétel: 0sszefuggesek a tulajdonsagok kozott

1. Monoton novekvd sorozat elso eleme egyben a sorozat pontos
also korlatja.

2. Monoton novekvo konvergens sorozat hatarértéke egyben a
sorozat pontos felso korlatja.

3. Monoton csokkend sorozat elso eleme egyben a sorozat
pontos felso korlatja.

4. Monoton csokkend konvergens sorozat hatarérteke egyben a
sorozat pontos also korlatja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Tétel: 0sszefuggeések a tulajdonsagok kozott

1. Konvergens sorozat korlatos.
2. Monoton novekvo, feliilrol korlatos sorozat konvergens

3. Monoton csokkeno, alulrol korlatos sorozat konvergens

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: torlédasi pont

Az AeR szam egy sorozat torlodasi pontja, ha az A barmely
kornyezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.

(Itt az elemek értéke nem feltétleniil kiilonbozo, igy a sorozat
torlodasi pontja nem feltétleniil torlodasi pontja az értékkészletnek,
mint halmaznak!)

Megjegyzés

Konvergens sorozatnak pontosan egy torlodasi pontja van: a
hatarértéke.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Példa Az a_= (-1)"- (2 + 1/n ) sorozatnak két torlodasi pontja
van: -2 és 2

Az a = sin(n-w/2) + (1/m) sorozatnak harom torlodasi
pontja van: -1, 0 és 1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: fels6 hatarérték (limesz szuperior)

Az (a,) sorozat felso hatarértéke (limes szuperiora): az (a ) torlodasi
pontjai halmazanak szuprémuma.

Specialisan: ha van a torlodasi pontok kozott legnagyobb, akkor ez
egyenlo a limesz szuperiorral.

Jelolések ||m an ||msup an

Definicio: also hatarerték (limesz inferior)

Az (a,) sorozat also hatarértéke (limes inferiorja): az (a )
torlodasi pontjai halmazanak szuprémuma.

Specialisan: ha van a torlodasi pontok kozott legkisebb, akkor ez
egyenlo a limesz inferiorral.

Jelolések ||m an liminf a

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok
Tetel

Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor

Indoklas:

Ha az (a ) sorozat konvergens, akkor pontosan egy torlodasi pontja
van a hatarértéke, ami egyben a legnagyobb és a legkisebb
torlodasi pont is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Komplex szamsorozatok

Definicio: komplex szamsorozat

Az (z,):N—>C sorozatokat komplex szamsorozatoknak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valds és komplex szamsorozatok
Megjegyzes

Egy (z,):N—>C komplex szamsorozatokat azonosithaté két valds
szamsorozattal: a valos részek (a ):N—>R és a képzetes részek
(b, ):N—R sorozataval.

A z=a_+b_-i=n’+2n-isorozat elsé 4 eleme:

z,= 1+ 2i, z,= 4 + 4i, z,=9 + 61, z,=16 + 8i

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicid: konvergens komplex szamsorozatok

A (z,) komplex szamsorozat konvergens, ha van olyan z komplex
szam, melynek barmely G(z,r) kornyezetén Kkiviill a sorozatnak
legfeljebb csak véges sok eleme van.

A z Kkomplex szamot a sorozat
hatarértékének nevezziik.

Jelolések

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok
Tetel

Egy komplex szamsorozat pontosan akkor konvergens, ha a valos
és a képzetes részekbol allo sorozatok konvergensek:

Az =a_ + b, ijelolés mellett:

2, >Z=A+Bi & a,>AAb,—>B

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok 40 |

Pontsorozatok (vektorsorozatok) hatérér—téke

Definicio

Az (x,):N—>R" alaku fiiggvényeket szam n-esek sorozatanak,
vektorsorozatnak, vagy pontsorozatnak nevezzuk.

Példa: R2-beli sorozat

x, = (3k-4,k2-k), k=1,2,...

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

Definicio: pontsorozat konvergenciaja

Egy (P,):N—>R" sorozat konvergens, ha van olyan AeR" elem
melynek barmelylk G(A,r) kornyezetén Kkivill a sorozatnak
legfeljebb csak véges sok eleme van.

Az A elemet a sorozat hatarértékének nevezziik.

Jelolések lim Pk — A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s és komplex szamsorozatok

.

Egy (P):N—>R" sorozat pontosan akkor konvergens, ha a
koordinata-sorozatai konvergensek.

Tovabba, ha P, konvergens, akkor a hatarértékének koordinatai
egyenlok a koordinatasorozatok hatarértekeivel:

P, = (x®,x®@,..,xM)
) SN l
A= (A, Ay, oy A )

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorozatok

NEM NYOI\’ITATASRA!
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