NEM NYOMTATASRA!

Valos és komplex szamsorok

Valos es komplex szamsorok

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorok

Achilleus és a teknos

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorok

Lehet-e végtelen sok pozitiv szam ,,0sszege” véges?

Az egyetlen elfogadhaténak latsz6 valasz:
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Valos és komplex szamsorok 4
Definicio: sor

Legyen (a,) egy valos vagy komplex szamsorozat. Az

$; =4,
S =a;tTa,
S;=a;ta,t+ a;

s,=a;ta,t...ta

sorozatot az (a,) sorozat elemeibol képzett (szam) sornak nevezziik.

Jelolés Elnevezések

a_: a sor n-edik (altalanos) tagja
s, : a sor n-edik részletosszege

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos és komplex szamsorok
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Valos és komplex szamsorok R

Definicio: sor konvergenciaja

A X2 a_ sor konvergens, ha a reészletosszegeinek (s ) sorozata
konvergens.

Ha egy sor nem konvergens, akkor divergens.

Definicio: sor 6sszege

Ha a 2Xa_ sor Kkonvergens, akkor a sor osszegén a lim s,
hatareértéket értjuk.

Jelolés

Ha lim s =A, akkor azt irjuk, hogy > a_ = A
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Valos és komplex szamsorok
Példa konvergens sorra

(lasd korabban)

sor divergens, mert

n(n+1) n

lims. =lim(@+2+...4+n)=1lim =IimT
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Valos és komplex szamsorok KN

Definicio: geometriai sor

(qeR, rogzitett)
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Valos és komplex szamsorok IS

Ha |q|<1, akkor a geometriai sor konvergens, tovabba:

Indoklas:
Az ismert a" - b" = (a-b)-(a"+ a™!-b + ...+ a-b™! + b") azonossag alapjan:

1-q"=(1-q)-(1+q+q’+..+q""), azaz

1+q+0°+...+q" =

gy

1-q" 1

> a,=lims, =lim (1+q+g?+...+g"1) _I'ml q 1_q
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Valos és komplex szamsorok
Péeldak
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Valos és komplex szamsorok

tipusu sorok

sor * konvergens, ha a>1

 divergens, ha o<1

Megjegyzeés

Bar az a>1 esetben kimutathato a sor konvergenciaja, de az
osszegre nem all rendelkezésre formula ugy, mint a geometriai
sor eseten.
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Valos és komplex szamsorok
Példak a divergens esetre
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Valos és komplex szamsorok

Tovabbi nevezetes példak

Lasd az exponencialis fuggvény
eléallitasa hatvanysor formajaban
cimi részt (Elemi fuggvények fejezet)!

Definicid: faktorialis

n! =1-2-...-n, ha n termeészetes szam, 0! =1
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NEM NYOMTATASRA!

Valos és komplex szamsorok
Tétel: az 0sszeg és a muveletek kapcsolata

Ha a Xa_ ¢és a 2b_ sorok konvergensek, tovabba X~ a = A ,
2 b, =B és LeR, akkor a X(a +b ) és a X(A-a ) sorok konvergensek
es

e (a*+b )=A+B
e Y(A-a)=MAA

Tétel: az 0sszeg és a rendezes kapcsolata

Ha a Xa_¢és a Xb_  sorok konvergensek, Xa =A, ~b =B, tovabba
a_<b_(neN), akkor A < B.
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Valos és komplex szamsorok

Tétele: valtakozo el6jell sor konvergenciaja

Ha az (a,) sorozat nemnegativ elemekbol all, tovabba monoton
csokkenoleg 0-hoz konvergal, akkor az (a ) elemeibol képzett

sor konvergens, mert az

sorozat teljesiti a tétel feltételeit.
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Valos és komplex szamsorok

Definicio: abszolut konvergencia

A Xa_ sort abszolut konvergensnek nevezziik, ha a X |a | sor
konvergens.
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Valos és komplex szamsorok
Megjegyzes

Az abszolut konvergencia erosebb kovetelmény:
ha egy sor abszolut konvergens, akkor konvergens is, de forditva
nem igaz.

Példaul divergens.

Megjegyzeés

A definiciobol vilagos nemnegativ tagu sor esetén az abszolut
konvergencia nem jelent tobbet a konvergenciaval.
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Valos és komplex szamsorok

Definicio: feltételes konvergencia

Ha egy sor konvergens, de nem abszolut konvergens, akkor
feltételesen konvergensnek nevezziik.

sor feltételesen konvergens.
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Valos és komplex szamsorok

Tétel: komplex sor konvergenciaja

A 2z = 2(a ti-b,) komplex szamsor pontosan akkor konvergens, ha

a valos reszekbol kepzett >a_ és a képzetes részekbol kepzett b
valos szamsorok konvergensek.

Tovabba: ha 2z_konvergens, akkor
2z,=(ZXa )+i-(Zb,)
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Valos és komplex szamsorok

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Tétel: sor konvergenciajanak egy szukséges feltétele

Ha a 2a_sor konvergens, akkor lim a_ =0

Kovetkezmeny

Az elozo tételbol kovetkezik, hogy ha az altalanos tagok
sorozatanak nem (0 a hatarertéke, akkor a sor nem lehet
konvergens:

lima #0= X a_ divergens

Sor Kkonvergenciajanak vizsgalatakor eloszor azt célszeru
ellendrizni, hogy a_ nullsorozat-e.
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Valos és komplex szamsorok
Megjegyzes

A lim a_= 0 feltétel szitkséges, de nem elegendo: lehetséges, hogy lim
a =0,de X a_divergens.

divergens.
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Valos és komplex szamsorok

Elégséges feltételek az abszolut konvergeﬁciéra

Tétel: hanyadoskriterium

Tegyiik fel, hogy a #0, neN.

" a n+1 r
Ha [im < 1 akkor X a_sor abszolut konvergens.

. |a
Ha |im|—| > akkor X a_sor divergens.
d

n

Megjegyzes

Ne feledjiik, hogy az abszolut konvergenciabol kovetkezik a
konvergencia!
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Valos és komplex szamsorok
Pelda

Megjegyzes

Az elozo tétel szerint hatarérték-szamitassal probalkozhatunk a
konvergencia vizsgalatara. A tételben szereplo hatarérték altalaban nem
létezik, illetve ha létezik, akkor sok 1ényeges esetben 1-gyel egyenlo, és erre
az esetre a tétel nem mond semmit.
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Valos és komplex szamsorok
Pelda
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Valos és komplex szamsorok
Tétel: gyokkriterium

Ha |imn/ ‘a i ‘ <] akkor X a_sor abszoliit konvergens.

Ha |ijmn ‘a i ‘ > 1 akkor 2 a_sor divergens.
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Valos és komplex szamsorok

Tovabbi ket kritérium nemnegativ tagu sorokra

Tétel: majorans kritérium

Ha 0 < a, < b, (neN) é Xb, konvergens, akkor Xa_ is

n
konvergens.

Tétel: minorans kritérium

Ha 0 < a, < b, (neN) é 2a_ divergens, akkor Xb_ is
divergens.
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Valos és komplex szamsorok

Példa: a majorans kritérium alkalmazasa
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Valos és komplex szamsorok

Példa: a minorans kritérium alkalmazasa

r

sor konvergenciajat!

tovabba a

sor is divergens.
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