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Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

Primitiv fuggveny,

hatarozatlan integral

Az ebben a részben szerepl6 fliggvenyek mindegyike legyen egy |
tetszéleges, pozitiv hosszusagu intervallumon értelmezett valés
érteki fiiggveny (I-R).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

Definicid: primitiv fuggveny

Ha
« az F:I-R fiiggvény differenciilhaté I-n és
 F'(x) =1(x) minden xel esetén,

akkor azt mondjuk, hogy az F fiiggvény primitiv fliggvénye az
f:I>R fiiggvénynek.

Jelolés

F=/f

avagy az f valtozojat is megjelolve:

F(x)=] f(x) dx, F(t)=] f(t) dt, F(z)= ] f(z) dz, stb.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzések :

Ha az F:I>R fiiggvény primitiv fiiggvénye az f:I>R fiiggvénynek,
akkor tetszoleges ceR esetén a

G(x)=Fx)+c, xel
fliggvény is primitiv fuggvénye f-nek.

Indoklas: G'=(F+¢)'=F¢+c¢'=F'+0=1

Ha az F:I>R és a G:I->R fiiggvények primitiv fiiggvényei az f:I>R
fiiggvénynek, akkor létezik olyan ceR, hogy

Gx)=FXx)+c, xel

Indoklas: (F-G)' =F'-G'=f-f=0=>F-G=c(eR) = F=G +¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A fenti két megjegyzés alapjan megallapithato, hogy:
Ha egy f fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor végtelen sok

primitiv fiiggvénye van, de ezek csak egy (additiv) konstansban
térhetnek el egymastol.

Definicio: hatarozatlan integral

Az f fuggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f hatarozatlan
integraljanak nevezziik.

Indoklas: (sin x + ¢)' = cos x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Oldjuk meg az y’(x) = cos x egyenletet, ahol y egy differencialhato

fliggvény!

y(X) :jcosxdx =sInX+¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Néhany elemi fuggveny hatarozatlan integralja

Konstans fuggvény hatarozatlan integralja

LULEBISCEHN (k-x +¢ )’ =k
[7dx =7x +c

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A hatvanyfuggvenyek hatarozatlan integralja ( n = —-1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tovabbi peldak

n NEM NYOMTATASRA!

6

j\/_dx —j 5dX ——+c

5

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az exponencialis fuggvények hatarozatlan integralja

f I

—+c
Ina

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Néhany tovabbi fuggveny hatarozatlan integralja

I—zdx—tgx+c dx =thx+c

COS” X ch X

dx =cthx+c¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Néhany tovabbi fuggveny hatarozatlan integralja

. 1
dx = arcsinx +¢ -[1 ~dx =arctgx +c¢
+ X

dx =archx +c dx =arshx+¢

dx =arthx+c, ha xe]|-1]]

2

—~dx =arcthx +¢, ha x €]—o0,—1[U]l,+oo]

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tétel

»tagonként lehet integralni”

Jaf=a-|f@ acR

,»,a szorzo konstans kiemelhet6 az integralbél”

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az alapintegralokra visszavezethet6 integralasi feladatok

1

:7-IX3dx+6-jx6dx—3-jx_;dX:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOMTATASRA!
ey

1
finon= [ S| Lor e

_Icosl de—jldx—tgx X+C

2
j‘ — —dx = arctgx

1+x° 1+x° 14X

1
:jldx—jmdx:x—arctngrc

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Parcialis modszer

Ha

« az f:I>R és g:I >R fiiggvények differencialhatok és
« létezik az [ (f- g’ ) primitiv fuggvény,

akkor létezik az | (£’ - g ) primitiv fuggvény is és

Indoklas: a szorzatfiiggvenyek differencialasi szabalya alapjan:

(fg) =fg+f-g=[(fg) =[(Fe)+[(fg)=

f-g=[(f"g)+[(f-g)=](g)=fg-[(f-g)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Parcialis modszerrel integralhato nggvénye—k .

sin(cx +d),cos(cx + d)
j P(x)-4 sh(cx +d),ch(cx +d)

cx+d

a

P: polinom
a,c,deR (a>0, a#1)

I(X2+3X+1)°62X dx =?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

jx-sinxdx:—X-cosx—j—cosde:

g(x)=x=g'(x)=1
f'(x) =sinx = f(x) =—cosx

:—X'COSX-l-jCOSXdX=—X'COSX+SiIlX+C

A kovetkezo példaban masodfoku polinom szerepel, ezért ott kétszer kell
alkalmazni a parcialis modszer formulajat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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e2x

I(Xz+3X+1)-62XdX=(X2+3X+1)-7—%-J‘(2X+3)°62de=

elsd alkalmazas:

e2x

f'(x)=e¢” = f(x) = -

ezx 1 e2

=(x° +3X+1)-7—5-((2X+3)-7X—jezx dxj:

2X 2X 2X 2X

=(x* +3x +1 L 2x+3 L +e +c=(x%+2x .e_+c
( ) 5 ( ) PR ( ) 1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Parcialis moédszerrel integralhaté fiiggvények 1.

arcsin(cx + d),arccos(cx + d)

arctg(cx +d),arcctg(cx +d) P: polinom
j P(x){ arsh(cx +d),arch(cx +d) +dx [ERX
arth(cx + d), arcth(cx + d) (>0, a=1)
log, (cx +d)

(g

Péld
j(x3 +3x”4+3)-lnxdx =?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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4 3 4 3
I(X3+4X2+3)-lnXdX= R L 3% ~1nX—J- R L 3% °ldX=
4 3 4 3

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

X

g(x) = Inx = g'(x) =§

4 3
X X

f'(x)=x" +4x° —|—3:>f(x)=7+4?+3x

4 3

3 2
_ X_+4x_+3xj1nx_ ;[XTH_H}IX:

4 3 3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Specialis eset

arcsin(cx +d),arccos(cx +d),arctg(cx +d),arcctg(cx +d)
j arsh(cx +d),arch(cx +d),arth(cx + d),arcth(cx + d)
log, (cx+d)

Ha a polinom ,,hianyzik”, akkor a konstans 1 fiiggvényt vesszik g-nek.

flnXdXZf l-lnXdXZX-lnx—f 1 dx = x-Inx—x+c¢

g(x) = Inx = g'(x) {

f'x)=1=f(x)=x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Parcialis modszerrel integralhato nggvényekTII.

sin(c,x+d,) | |sin(c,x+d,)

' +d
Iakxﬂn ] SIH(CX ) dX
cos(cx +d)

J- cos(c,x+d,)| |cos(c,x+d,)

sh(c,x+d,) sh(c,x+d,)
a,c,deR (2>0, a#1) ch(c,x+d,)| |ch(c,x+d,)

Ezekben az esetekben a parcidalis modszer kétszeri alkalmazasaval lehet
eredményre jutni:

A jelolés az elso lépésben nem kotott, de a masodikban igen: ha egy
fiiggvenyt az elso lépésben pl. g-vel jeloltiik, akkor az 0j integralban
a belole szarmaztatott (g’) fiiggvényt kell a masodik 1épésben is g-
nek nevezni.

A masodik 1épés utan a keresett integralra egyenlet adodik, ebbol az
integral kifejezheto.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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J(£>-g)=f-g-[(f-g°)
| e2x. sin x dx = -e%- cos x + 2-] e2%. cos x dX =

= - ¢2%. cos X + 2e2*- sin X - 4] e2%- sin x dx

elsd alkalmazas: masodik alkalmazas:

g(x)=e"
f'(x)=sinx = f(x) =—cosx lf'(x) =cosx = f(X) =sinx

| e2x. sin x dx = - €2%. cos X + 2e2X- sin X - 4+ €2%- sin x dx

5.] e2x.sin x dx = e>*-(-cos x + 2sin X) + ¢

J e2¢. sin x dx = 0,2-2*(-cos X + 2 sin X) + ¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Ha
« ag:I>J fiiggvény differencialhato és

Helyettesitéses integralas

+ létezik az f:JoR fiiggvény [f primitiv fiiggvénye,
akkor létezik az [ (fo g )-g' primitiv fiiggvény is és
(fog)-g'=(If)og

avagy az F = K fliggvény bevezetésevel:

[ f(g) - g'=F(g)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzeések

1. A helyettesitéses integralas tétele az osszetett fiiggvények
differencialasi szabalyanak kovetkezménye:

(F(@) =F(g- -g'=1(g)-g'
igy

[f(g)-g'=F(g), ahol F=]f

2. A formula két (formailag kiilonb0z0) modszert alapoz meg:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az [ f(g) - g' = F(g) formula kbzvetlen alkalmazasa

jcos(x3)03xzdx =7

Az f(x) = cos x, g(x) = x> jelolésekkel a feladat J f(g)-g' alaku.

A formula szerint a szamolas lényegi része az F = / f primitiv fuggveény
meghatarozdsa:

f(t)=cost= F(t) =sint

Icos(x3 )03X2dX = sin(x3 )+ C

Megjegyzes

Vegyilk észre, hogy a formulanak megfelelo feladatok esetén az integral
kiszamitasa lényegében a F fiiggvény meghatarozasat jelenti. A g belso
fiiggvényt csak ,,be kell masolni” a megfelelo helyre.

Ezt megfigyelhetjiik az alabbi példakat tanulmanyozva.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A fenti gondolatmenet alkalmazasat j6l megfigyelhetjiik az alabbi példakat
tanulmanyozva:

ICOS(X3 )03X2dx = Sin(x3 )+ C f(t)=cost= F(t)=sin t

jcos(ln X)OldX =sin(lnx)+c
X
jcos(tg X)O%dx = sin(tgx)+c
cos” X

A fenti fela’(.iatok. mlndegyl!,(eljek a’zonos a megoldasi I COS ( g) o gr — sin ( g) 1
sémaja, mivel a kiilso fiiggvény (cos) ugyanaz:

/

A séma magyarazata: (sin g) — cos(g) : g’

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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(lasd a
differencialszamitas

cimu részt)

A didkon megjelend szbvegek és

NEM NYOMTATASRA!

S

cos g

tg g

ctg g

arcsin g

drcCos g

arctg g

arcctg g
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Néhany integralasi séma:

(n#-1)

-

n+l1

1 g

=——(n+l)-g"-g'=¢g"-¢
n+l1

jgnog':ﬁ+c

jlg':jgzln‘g‘+c

g

jcos(g) g’ =sin(g)+c¢

1 ;
j —-g =arctg(g) +c¢
l+¢

A tobbi séma hasonloan kaphato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa 1
0 [

8

1+x

Eloszor celszeruen atalakitjuk a feladatot:

Itt azt kell észrevenni, hogy az

-+ g' = arctg(g) +c¢

l+¢

séma alkalmazhato:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Icosx-sin3de=‘?

Itt azt kell észrevenni, hogy az

séma alkalmazhato:

sin® x

Icosx-sin3xdx :T+c

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

-1

J%dx :—%_“(—b{)-(l—xz)7 dx =
V1—x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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5x -1
j 2¢ __2 ~15¢’*(8—-3¢’) 3 dx =

——dx
/8 —3e™ —15

2
I P> SN
_ 2 (8—3¢e™") N
—15 2

C

3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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j-lnsx

dx =J.l-(lnx)5 dx = ~——~2—
X

X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa chx
[

shx

Séma:

» jdl—xdx = ln|shx| +cC
shx

Példa 2 )
Iex 2xdx=e* +c¢

2
2xdx=e" +¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az [ f(g) - g ' = F(g) formula specialis esete

Ha a belso fiiggvény linearis, azaz
g(x) = ax+b,
akkor a formula szerint:
F(a-x+Db)
— +C
5)

Jf(a-x—kb)dx =

Magyarazat:

/

(ij ~LF(a-x+b)-a=f(a-x+b)
s)

a

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A formula jelentosége abban all, hogy ha az f fiiggvény primitiv
fiiggvénye ismert, akkor az x—f(ax+b) tipusu fuggvenyeket is
nehezség nélkiil tudjuk integralni.

s1n(3;< +2) e

jcos(3x +2)dx =

7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Valtozohelyettesites

Tekintsiikk ujra az osszetett fiiggvények differencialasi szabalyabol
szarmaztatott | (fog)-g'= (f f) o g formulat!

Ha a g fiiggvény a korabban megadott tulajdonsagok mellett még
invertalhato is, akkor a formula két oldalan 1évo fiiggvényeknek képezziik a
kompozicios szorzatat a g inverzével. Igy egy tjabb formulahoz jutunk,
melynek alkalmazasat valtozohelyettesitésként fogjuk emlegetni:

J(fog)-g'=(If)og = | ((fog)-g")og'=]f

avagy a masik jelolési modbol kiindulva:

Jfg)-g'=F(@) = ([f(g)g')og'=F, aholF=]f

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

Az igy kapott formula lényege, hogy az t integral kiszamitasahoz az
f(fog)-g' primitiv fiiggvényt kell meghatarozni, majd ennek a g
inverzével valo kompozicios szorzata adja a Kkeresett primitiv
fiiggveényt .

A valtozohelyettesités elnevezés arra utal, hogy az integralando f(x)
fliggvény x valtozojat ,,helyettesitjik” egy megfeleloen megvalasztott
x=g(t) fuggvénnyel annak reményében, hogy az Jf(x)dx integralnal
konnyebben meg tudjuk hatarozni az J (f(g(t))-g'(t) dt integralt.

Jf=(l(fog)-g')og"

el [f(x) dx = (J(f(g(t)-g'(t)) o g1(x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral a0
Pelda

Jfx)dx=(/f(g(t)) gt dt)og-(x)

Icos(3x+2)dx=Icost-ldt:l-sint+c=l-sin(3x+2)+c

3 3 3

A konnyebb attekinthetoség eérdekéeben a szamolasokban a fenti
egyszerusitett jeloléseket szokas hasznalni. A formulaval valo osszevetéshez
tekintsiik az alabbi magyarazatot:

1. 2 dx 1
Xx=g(t) =—t—— = g'(t)=—=—

3 3 dt 3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Jfx)dx=(/f(g(t)) gt dt)og-(x)

jsin\/;dx:jsint-tht:2sint—2tcost+c=

:2sin\/;—2\/;cos\/;+c

2t, dx=2tdt

Megjegyzes

Az |(t-sint)dt integralt parcidlis médszerrel lehet meghatirozni. Ezt
meg is tettiik parcialis modszert leiro résznél (lasd ott).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa

Jfx)dx=(Jf(g®) g1 dt)og(x)

Megjegyzes

Az Kkapott integral Kkiszamitasi modjat lasd a racionalis
tortfiggvenyek integralasa cimu résznél.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral
Pelda

Jfx)dx=(/f(g(t)) gt dt)og-(x)

Megjegyzes

Az Kkapott integral Kkiszamitasi modjat lasd a racionalis
tortfiggvenyek integralasa cimu résznél.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral m

Valtozohelyettesites
Nehany specialis helyettesités

Az . x =sint” helyettesités alkalmazasa

jl—xzdx — jl—sinz t costdt = J'cosztdt :%%inZtJrc =

X =sin t, t = arcsin X, dx/dt =cos t, dx =cos t dt

2 arcsin X + sin(2 arcsin x) arcsinx  xv1-x’
= +c:2 +2 +¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!




Primitiv flggvény, hatarozatlan integral

Megjegyzések :

1. A szamolasban felhasznaltuk a sin(2x)=2-sinx-cosx azonossagot az
alabbiak szerint:

sin(2 arcsin X) = 2 - sin(arcsin X ) - cos(arcsin x) =

=2-X-4/1—sin’(arcsinx) =2-x-vV1-x"

2. A cos*x fiiggvény integralasaval kapcsolatban lasd az x—»sin”x,
x—cos"x, x—>sh"x, x—>ch"x alaku fiiggvények integraldsa cimu részt!

3. Az x=sint helyettesitéssel altalaban érdemes probalkozni, ha a
fiiggvény formulaja valamilyen formaban tartalmazza a kovetkezo
kifejezést:

l—x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral 46
Pelda ‘

szl —x*dx = Jsinz ta/1—sin’ t cos tdt = Isinz t cos’tdt =

X =sin t, t = arcsin X, dx/dt =cos t, dx = cos t dt

—j(l—cos4t)dt =

sin 4t arcsinx  sin(4arcsinx)
+C=——"—"———"——"""——+4+C=
32 8 32

_arcsinx x(1-2x*)W1-x" e
8

3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral

Valtozohelyettesites
Nehany specialis helyettesités

Az ,x =cht” helyettesités alkalmazasa

_[xz —1dx=_[ch2t—1 -shtdtzjshztdtzj%dtz sh2t €, _

4 2

x=cht, t=archx,dx/dt=sht, dx =shtdt

B xv x> —1 archx

+te=———— +C

_ sh(2archx) archx
4 2 2 2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral m

Megjegyzések :

1. A szamolasban felhasznaltuk a sh(2x)=2-shx-chx azonossagot az
alabbiak szerint:

sh(2arch x) = 2-sh(arch x)-ch(arch x) =

=2-4/ch’(archx)-1-x=2-x-vx" -1

2. Az sh’x fiiggvény integraliasaval kapcsolatban lasd az x—sin"x,
x—cos"x, x>sh"x, x—>ch"x alaku fiiggvények integraldasa cimu részt!

3. Az x=cht helyettesitéssel altalaban érdemes probalkozni, ha a
fiiggvény formulaja valamilyen formaban tartalmazza a kovetkezo
kifejezést:

x* —1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral m

Valtozohelyettesites
Nehany specialis helyettesités

Az x =sht" helyettesités alkalmazasa

jx2 +1dx =jsh2t+1cht dt =jch2t dt=...

x=sht, t=arshx,dx/dt=cht, dx=chtdt

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

Megjegyzesek

1. A ch?x fiiggvény integralasaval kapcsolatban lasd az x—sin’x,
x—cos"x, x—>sh"x, x—>ch"x alaku fiiggvények integraldsa cimu részt!

2. Az x=sht helyettesitessel altalaban érdemes probalkozni, ha a

fiiggvény formulaja valamilyen formaban tartalmazza a kovetkezo
kifejezést:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral
X —> A/ Gl &N tipusu fliggvények integralasa

Az ilyen alaku fiuggvenyek integralasa visszavezetheto az elozo
harom eset valamelyikére ugy, hogy a négyzetgyok alatt teljes
négyzetet alakitunk Ki:

2
jx2—6x—7 dxzj(x—3)2—16dx=4.j (’“3) -1 dx=16-jt2—1dt

4

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral
Példa

2
[Vx?+2x+5dx =[x+ +4dx =2 | (Xzﬂj +1dx =4[V +1 dt

V=x2+10x +11dx = [/36—(x=5)> dx = 6- x=5Y dx = 6-[+1-t> dt
J J

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

Valtozohelyettesites
Nehany specialis helyettesités

A trigonometrikus fiiggvények racionalis tortfuggvényeinek
integralasa a

X = 2arctgt

helyettesitéssel visszavezethetd a racionalis tortfuggvények
integralasara.

A helyettesités végrehajtasa soran az alabbi egyenloségeket Kkell
alkalmazni:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Primitiv fUggvény, hatarozatlan integral

Magyarazat:

sin X = sin(2 - arctg t) = 2-sin(arctg t) - cos(arctg t) =

tg(arctgt) 1 2t

\1+tg’(arctgt) +/1+tg’(arctgt) 1+t

1.

cos X = cos(2 - arctg t) = cos?(arctg t) — sin’(arctg t) =

2

1 tg(arctgt) 1-t°

1+ tg” (arctgt) 1+ tg” (arctgt) 1+t

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatéarozatlan integral =S
Példak _

4 A >
jmd":jﬁ —di=8. j—

_|_
1+t 1+t°

l+sinx 2 1+ 2t +t?
j— =[—t . t=|———dt

sin X(1 + cosx)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral
Néhany specialis helyettesités

A hiperbolikus fiiggvények racionalis tortfiuggvényeinek integralasa a

helyettesitéssel visszavezethetdo a racionalis tortfuggvények
integralasara az alabbiak felhasznalasaval:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral

A racionalis tortfliggvények integralasa

Minden racionalis tortfuggvény felbonthato egy polinom és egy
olyan racionalis tortfuggvény osszegére, melyben a szamlalo
fokszama Kkisebb, mint a nevezo fokszama.

Elvégezve a P:Q polinomosztast, a H polinom az osztas hanyadosaként,
az M polinom az osztas maradékaként adodik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

Megjegyzes —

144 n

Az elozo tetel szerint egy racionalis tortfiggvény integralasa
visszavezetheto egy polinom és egy olyan racionalis tortfiiggvény

integralasara, melyben a szamlalo fokszama Kisebb, mint a nevezo
fokszama.

x*—5x° +8x° —2x+7 5 2xX+7
——— =X =3X+2+——
X" —2X X" —2X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

(X4—SX3 +8X2—2X+7)2(X2—2X)=

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral n

Definicid: parcialis tortek

Bx +C

€s az

(X2 +px+q)"

alaka Kkifejezéseket, ahol n pozitiv egész, A,B,CeR,
p*-4q<0 (vagyis az x*+px+q mdsodfokiu polinomnak nincs valds
gyoke) parcialis torteknek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

Minden racionalis tortfuggvény, melyben a szamlalo fokszama
kisebb, mint a nevezo fokszama ftelbonthato parcialis tortek
osszegeére.

Megjegyzes

Ezt osszevetve a korabbiakkal megallapithato, egy racionalis
tortfiiggvény integralasa visszavezetheto egy polinom és
parcialis tortek integralasara.

Tehat ha tudjuk integralni a parcialis torteket, akkor (elvileg)
tudunk integralni minden racionalis tortfiiggvény.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

A parcialis tortek integralasa

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

A parcialis tortek integralasa

j Bx+C

a0l alaku integrilok koziil csak az
(X" +px+q)

n=1 esettel foglalkozunk.

Az n>1 eset altalaban igen bonyolult, sok lépéses szamolast
igenyel.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

A szamolas sémaja:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatéarozatlan integral =S
|

J- 5x -3 2X+6
X2+6X+13 x> +6x+13

_ 2T dx - ISI;dX:
X“+6x+13

=§1n\x2+6x+13\ 18 ;dx
2 X +6x+13

1 1
— dx=|———dx=—
jx2+6x+13 : j(x+3)2+4 "4 (

X +3
2

jzsx—_3dx :éln‘x2 +6X+13‘—9~arctg
X" +6x+13 2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

J‘ 5x -6

dx =?

x*+7x+10

Parcialis tortekre bontas:

SX-6 35x -6 A N B
X°+7x+10  (x+2)(x+5) x+2 x+5
CAX+5)+B(xx+2) x-(A+B)+(5A +2B)

(x+2)(x+)5) (x+2)(x+)5)

I. A+tB=5
II. SA+2B=-6

= A=-16/3, B=31/3

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!



Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

M

5x-6  —16/3 31/3 et 31 1

X2 +7x+10 x+2 X+5 3 X+2 3 X+5

A kapott tortek integralasa:

> dx +—
X +7x+10 39x+2 3

16 31
3

J 5x — 6 16 | 31

ln‘x+2‘ ln‘x+5‘+c

3




Primitiv fliggvény, hatéarozatlan integral 65 Em— i

(x-2)’
A B C

2 = + + =
x-2 (x-2) (x-2)) x-2

_A+B(x-2)+C(x-2)° x’-C+x:(B-4C)+(A-2B+40C)

(x—2)° (x—2)°

I. C=0

II. A-2B+4C=0

—1 1
X=—"-— +¢
(x—-2)" x-2




Primitiv flggvény, hatarozatlan integral n

Az X—SIin "X, X—>c0S "X, Xx—>sh "X, Xx—>ch "x
(n>2) alaku fuggvenyek integralasa

Ha n paratlan, akkor a

sin?x + cos’x =1 ch’x - sh2x =1

azonossagok alkalmazasaval az integralas visszavezetheto

alaku feladatokra.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

| sin7x dx = [ sin x -sin®x dx ={ sin x -(sin2x)3 dx =

= | sin x -(1 — cos?x)? dx =

= | sin x -(1 — 3cos2x + 3cos*x — cos’x) dx =

= Jsinx dx—3-Jcos2x-sinx dx+3-/cos*x-sinx dx—Jcos®x-sinx dx=

= [ sin x dx + 3-J cos?x-(-sin X) dx — 3. cos*x-(-sin x) dx +

| costx-(-sin x) dx =

cos’ X cos’X cos’ X
=—COSX+3- -3 + +cC
3 5 7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv flggvény, hatarozatlan integral

Ha az n paros, akkor a kovetkezo azonossagok (un. linearizalo
formulak) valamelyikét kell alkalmazni, melyekkel a Kkitevo
,»felezheto”:

5 1 +cos2x
COS" X =——

2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv fuggvény, hatarozatlan integral

jcos4 x dx :j(cos2 X)2 dx ZI(M

Ezek utan a kapott tagokat egyedileg kell integralni attol fiiggoen, hogy paros
vagy paratlan Kitevosek.

1 I sin2x 1 1 sin4x
=-—X+——F—X+——
4 2

1+ cosdx
2

Részletszamitas: ICOSz 2xdx = I

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Primitiv figgvény, hatarozatlan integral

Példa: szabadeseés (egyenletesen gyorsulé mozgas)

Gyorsulas-idé fiiggvény a(t) =g

Sebesseég-ido fuggvény

V(t):jgdt:g-t+c vi0)=v, =

Ut-idé6 fiiggvény

t2

s(t):_[(g-t+vo)dt:g-3+vo-t+c

s(0)=s,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



