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Egy tizemben 4 féle terméket allitanak elo 3 féle eroforras
felhasznalasaval.

Ismert az eroforrasokbol rendelkezésre allo mennyiség (kapacitas), a
termékek egyseégara és az, hogy az egyes termékek egy egységének
eloallitasahoz hany egység kell az egyes eroforrasokbol:

Termekek

Erdforras kapacitas

A termek egyseégara

Milyen termékosszetétel esetén maximalis az arbevétel?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis programozéas

A probléma matematikai megfogalmazasa (rhodellje)

Keressiik meg azokat az x,, x,, X;, X, nem negativ szamokat (az egyes
termékekbol gyartando mennyiségeket), melyek esetén az

f(x,,x,,x;,Xx,) = 400-x, + 500-x, + 600-x, + 800-x,

négyvaltozos celfiiggvény értéke (az arbevétel) maximalis, mikozben
fennallnak az alabbi korlatozo feltételek:

L x, + 2x3+ X, < 280
I1. 2)(1 +X;+ X, < 140

0L x, + x, + x, < 120

x,20,x,20,x,20,x,20
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Megjegyzes

A feladat tehat nem mas, mint egy specialis feltételes szélsoérték-
szamitasi probléma megoldasa.

A specialitas abban all, hogy a feltételek bal oldala és a célfiiggvény
az ismeretlenek linearis fuggvényei.
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a X, +...+a,X, <h,
Feladattipusok '
a X, +..+a X <b_

Altalanos alaku lineéaris programozasi

: a, X, +..+8,. X >b
feladat (ALP) 1171 " 1

Az ALP feladat
< > =

—9 9

tipusu feltételeket egyarant tartalmazhat.
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Standard alaku linearis programozasi feladat (SLP)

Az SLP feladat csak egyenloség tipusu feltételeket tartalmazo
maximumfeladat.

dy Xyt +a X, = bl

a X, +..+a X =b_

C,X; +...+C X —> Mmax

Megjegyzeés

A LP elméletében fontos szerepe van a SLP feladatoknak. A késobbiekben
bemutatasra keriillo szimplex modszer kozvetlenill a SLP feladatokra
alkalmazhato, igy minden mas LP feladatot eloszor egy SLP feladatra kell
visszavezetni.
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Normal alaku linearis programozasi feladat (NLP)

Az NLP feladat csak < tipusu feltételeket tartalmazo
maximumfeladat.

a,, X, +...+a, X, <b,

a X, +..+a, X <b_

C,X; +...+C X, —> max

Megjegyzés

A NLP feladatok megoldasa a legegyszeriubb abbol a szempontbol, hogy
konnyen megadhato a feladatnak egy lehetséges megoldasa, és ebbol
kiindulva kereshet6 az optimalis megoldas.
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A LP feladatok megoldasairol

Megjegyzés: lehetséges megoldasok

Egy (X;,X,....,Xx ) szam n-est egy LP feladat Ilehetséges
megoldasanak nevezziik, ha az x ,x,,...,x szamok teljesitik az
osszes eloirt feltételt.

2,..

Megjegyzes: optimalis megoldas(ok)

Ha van lehetséges megoldas, akkor ezek koziil azokat melyekre
a celfuggvény értéke maximalis (minimalis) a LP feladat
optimalis megoldasanak nevezziik.
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A LP feladatok megoldasairol

Egy LP feladat esetén az alabbi esetek fordulhatnak elo:
* nincs lehetséges megoldas (a feltételrendszer ellentmondasos)

e van lehetséges megoldas, de nincs optimalis megoldas (a
célfiiggvény nem korlatos a megfelelo iranybol)

e egy optimalis megoldas van

e végtelen sok optimalis megoldas van (alternativ optimum)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis programozéas

Kétvaltozos LP feladatok grafikus megoldasa

Egy tlizemben 3 féle alkatrészt (A,B,C) gyartanak egy alapanyagbol,
majd ezekbol 2 féle terméket (T, T,) szerelnek ossze.

Az egyes alkatrészek Alkatrész
alapanyagigénye

darabonkent: Alapanyag

sZiikséglet

A termékek Alkatrész
tovabbi jellemzodi: [AEIRE I“Eﬂ}

“ 3{' 'J 'J

‘E}zereléai ido N}-'ereaéﬁ "en"_i,-'f:éﬂ
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Feltételek:

1. az osszes szerelési kapacitas: 500 ora

2. a C alkatreszbol legfeljebb 200 db keszitheto

3. a piac a két termékbol osszesen legfeljebb 160 db-ot tud felvenni

4. araktaron 1évo 1800 egység alapanyagot mindenképpen fel kell
hasznalni, és tovabbi alapanyag is rendelheto.

Melyik termelési program hozza a legnagyobb nyereséget?

A matematikai modell: L. 3x,+4x, <500

IL x,+2x, <200

IIL x,+x, <160

IV. 20x,+30x,> 1800
x,20,x,20

5000X1+8000X2 — max
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1. Lepeés:

A lehetséges megoldasok halmazanak felrajzolasa

(Ez egy sikbeli ponthalmaz, mivel a lehetséges megoldasok halmaza
szamparokbol dll.)

Egy egyenloség tipusu feltételnek egy egyenes pontjai felelnek meg: az
egyenes egyenlete maga a feltétel.

Egy egyenlotlenseg tipusu feltételnek egy félsik pontjai felelnek meg.
A félsikot az az egyenes hatarolja, melynek egyenletét ugy kapjuk,
hogy a feltételben a vagy jelet = jelre csereljuk.

= tipusu feltetel esetén az egyenes altal hatarolt félsikok koziil azt kell
figyelembe venni, amelyik felé az egyenesnek a valtozok egyiitthatoibol
képezett normalvektora mutat.

= tipusu feltétel esetén pedig a masikat.

Az LP feladat lehetséges megoldasainak halmazat e halmazok
metszetének pontjai alkotjak.
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Ebben a feladatban nincsenek egyenloseg tipusu feltételek, igy a
lehetseges megoldasok halmaza félsikok metszete:

Feltétel A Ieltjateh}ek 111egi_elelc:- felsikot Normalvektor
hatarold egyvenes egyenlete
3

L 3x,+4x, <500 [EEEXEESAEE
IL. x,+2x, <200
111. X1+X2 <160 X, + X, =160

IV. 20x,+30x,> 1800 |EutSRuib Rty

A 1V. feltétel esetén azt a félsikot kell tekinteni, amelyik felé a
normalvektor mutat a tobbi esetben a masikat.
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A feltételnek megtelelo felsikot
hatarolo egyenes egyenlete

3
X, = —EKI +125

1
II. =x,=--x,+100
2

IIl. =x,=-x,+160

T 2'
IV. x,=-=x,+60 | ™
3 ] 40 BO 80 TEL 120 140 160 200

IV.
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

2. LépéS 160
A NULLA VONAL megrajzolasa 140

120

100

A célfiggvény 0 értékhez il
tartozo szintvonalat, vagyis a il

CIXI + c2X2 = () 40
egyenleti egyenest nevezziik

AL
£

»nulla vonal”-nak. Q40 B0 B0 TN 120 140 16D
A nulla vonalra rarajzoljuk a |
(¢,,¢c,) normalvektorat is. 1 NULLA VONAL

~

Feladatunkban a nulla vonal egyenlete 5000x, + 8000x, = 0, ami
egyszerusitve: 5x, + 8x, = 0, normalvektora: (5,8)
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3. Léepés: Az optimalis megoldas(ok) megkeresése a nulla vonal
parhuzamos eltolasaval

A celfuggvény szintvonalai egyenesek: egy Kk értékhez tartozo
szintvonal egyenlete ¢ x, + ¢,x, = k.

Egy szintvonal annal nagyobb k értékhez tartozik, minél messzebb
van a nulla vonaltol az n = (¢,,c,) normalvektor iranyaban. Ebbol
kovetkezoen a maximum feladat optimalis megoldasa (ha van) a
nulla vonal parhuzamos eltolasaval kaphato: addig toljuk az
egyenest, mig a lehetséges megoldasok halmazaval van kozos pontja.

A nulla vonaltol legmesszebb es6 ilyen egyenesnek a lehetséges
megoldasok halmazaval kozos pontja (vagy pontjai) mutatjak az
optimalis megoldast.

A célfiiggvény optimalis értéke az ehhez tartozo k érték.
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160
140

120

100

<0 40 BO 80 . 120 140 160
100 ~

Az optimalis program: x, = 100, x, = 30.
Ekkor a celfuggvény értéke:
(100, 50) =5000-100 + 8000-50 = 900000
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Megjegyzes

Minimum feladat esetén a nulla vonalat az n iranyaval ellentétesen
kell parhuzamosan eltolni a nulla vonaltol legtavolabbi helyzetig,
amig még van kozos pont a lehetséges megoldasok halmazaval.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis programozéas

Szimplex modszer

A szimplex modszer a standard alaku LP feladatok megoldasara
kidolgozott modszer.

A szamolas az elemi bazistranszformacio alkalmazasaval torténik.

a, X, +...+a, X, =Db,

a X, +..+a. X =b_

C,X; +...+C X —> max

A LP elméletében fontos szerepe van a SLP feladatoknak, mivel
minden mas LP feladat SLP feladatra vezetheté vissza.
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A normal alaku linearis programozasi feladatok
megoldasa szimplex modszerrel

NPL feladat esetén az x,=...=x =0 egy lehetséges megoldas. Ebbol
kiindulva,  bazistranszformaciokkal jutunk az  optimalis
megoldashoz.

a, X, +...+a,X, <b,

a. X, +..+a.,.X, <b_

C,X, +...4+C X, —> max

A szamolas technikaja azonos a linearis egyenletrendszerek
megoldasakor hasznalt bazistranszformacioval, egy-egy uj bazisnak
itt is egy-egy tablazat felel meg.

Lényeges kiillonbség van viszont a generalo elem kivalasztasaban.
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Az elso lépés az indulo tablazat felirasa: C,X, +...+C X, — max

Valtozok Segedvaltozok
X1 «ss Xp Uy «.. Uy
Az egyitthatokbol A jobb oldali konstansokbol
képzett oszlopvektorok | Egysegvektorok allo vektor

€] ... € b
_— o 11}

EGYSEG- "fl
MATRIX '
Am1 s+« Amn bl
A celfuggveny A célfliggveny aktualis ertékének
egyutthatoi (-1)-szerese, indulaskor:
€1 ... Cp 0
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Megjegyzés

1. NPL feladat esetén az x, = ... = x_= 0 lehetséges megoldas, ezt
tartalmazza az indulo tablazat

2. Az u,,...,u_ valtozokat segeédvaltozoknak nevezziik, szamuk
egyenlo a feltételek szamaval (m). A NLP feladat ezek
segitségével vezetheto vissza SLP feladatra. (A segédvaltozok
érteke tetszoleges nem negativ szam lehet, igy a szamolas soran az
eredeti valtozokhoz hasonloan kezeljiik oket) Példaul:

[ 2x +:--s:.?—};?+u1:l.'
II. X, +x, +u,
I —x, +2x,+u, =

), X, =20,u;, 20,u, 20,u, =

X, +3X, +2X; — max X, +3x, +2x; +0u, +0u, + Ou,; — max
(NLP) (SLP)
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L 2%, +x, ~x, <10

IL. X, +X, <6
M. -x,+2x, <16

X, 20,x,20,x,2>0

X, +3x, +2X, = max

LVALGUIGREL BVATR
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Az  optimalis megoldas megtalalasa  érdekében  elemi
bazistranszformaciokat hajtunk végre.

A generalo elem Kkivalasztasakor az alabbi feltételeknek Kkell
egyidejuleg teljesiilni:

1. A munkaoszlop (a generalo elem oszlopa) csak pozitiv elem
felett lehet
2. A munkaoszlopon beliil pozitiv elem lehet generalo elem

3. A munkaoszlopon belilli pozitiv elemek kozill az lesz a
generalo elem, amelyre a b vektor és a munkaoszlop megfelelo
komponensének hanyadosa a legkisebb
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A példaban az utols6 sorban
harom pozitiv elem is van:
1, 3, 2. Munkaoszlop ezen
elemek koziill barmelyiknek az
oszlopa lehet.

Valasszuk munkaoszlopnak a 3
feletti (masodik) oszlopot!

A munkaoszlopban ket elem pozitiv, ezek johetnek szoba, mint
generalo elem.

A hanyadosokat kiszamitva: 10/1 > 6/1 , igy generaldo elemnek a
munkaoszlop masodik soraban 1évo elemet kell valasztani, vagyis az
a,<>e, elemi bazistranszformaciot kell végrehajtani.
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x; =0
X, =0
x; =0
u, =10
u, =26

x; =0
X, =60
x; =0
u, =4
u,=0
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A tablazat értékelése

Az utolso sorbeli elemek alapjan lehet eldonteni, hogy megtalaltuk-e
az optimalis megoldast, vagy tovabb kell szamolni az alabbiak szerint:

1. Ha az utolso0 sorban nincs pozitiv elem, akkor a program
optimalis a célfiiggvény maximalis értéke leolvashato.

2. Ha az utolso sorban van olyan pozitiv elem, mely felett nincs
pozitiv elem, akkor a faladatnak nincs optimalis megoldasa.

3. Ha az utolso sorban van pozitiv elem és felette van pozitiv elem,
akkor a program még nem optimalis, generalo elem valasztassal
ujabb elemi bazistranszformaciot kell végrehajtani.
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Ez a tablazat a 3. kategoriaba tartozik, igy tovabb kell szamolni.

Munkaoszlop csak a harmadik oszlop lehet, itt pedig csak egy
pozitiv elem van. Ez lesz a generalo elem, vagyis az a,<>e, elemi
bazistranszformaciot hajtjuk végre.
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OPTIMALIS MEGOLDAS !
A célfuggveny értéke ekkor: 10 +3-6 +2-11 =40
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A teljes szamolas:




