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Linearis algebra

Definicido; matrix

Legyen m €s n pozitiv egész szam. Az

tablazatot mxn tipusu martixnak nevezziik, és azt mondjuk, hogy
A-nak m sora és n oszlopa van.

a;; az A matrix i-edeik soranak j-edik eleme
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Linearis algebra

Jelolések

Azt, hogy az A matrix az a; elemekbol all (i=1,...m, j=1,...,n) igy
jeloljuk:
A = (a;)
Az mxn tipusu matrixok halmazanak jelolése:
\Y|

mxn

Az m=n esetben specialisan hasznaljuk a rovidebb
M (=M

mxn

nxn)

jelolést is.
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Elnevezések

Az nxn tipusu matrixok neve:
n-edrendu kvadratikus (vagy négyzetes) matrix

Az 1xn tipusu matrixokat szokas . |
e e . (i * o 0 0 )
sorvektornak, vagy sormatrixnak nevezni - -

Az nx1 tipusu matrixokat szokas
oszlopvektornak, vagy oszlopmatrixnak nevezni.
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Linearis algebra
Definiciok
Nullmatrix: minden eleme 0

Fodiagonalis (foatlo):
az (aij) n-edrendu kvadratikus matrix
fodiagonalisat az a,, a,,,...,a__ elemek alkotjak

n-edrendu egységmatrix: az az n-edrendu kvadratikus matrix,
melyben a fodiagonalis minden eleme 1, a tobbi elem 0.
Jelolese: E

Pl. a harmadrendu egységmatrix:
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Linearis algebra n

Definicid: matrixok egyenl6sége

Az (aij)Emen és a (bij)EMan matrixok egyenlok, ha

aij= bij, l=l,...,m, J=l,...n
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Muveletek matrixokkal

Definicio: osszeadas

V. (aij) eM_  ésaB= (bij) € M_ . matrixok osszege
A+B=(aij+bij) e M_

Példa

Megjegyzes

Azonos tipusu matrixok adhatok ossze.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra n

Az 0sszeadas tulajdonsagai

A+B=B+A ABeM_
(A+B)+C=A+(B+C) AB,CeM
A+O=A AeM

ahol O az mxn tipusu nullmatrixot jeloli.
(A nullmatrix az osszeadas egységeleme.)

Minden matrixnak létezik additiv inverze azaz: minden AeM
matrixhoz létezik olyan BeM_ , melyre

A+B=0

(Nyilvanvalo, hogy ha A = (aij), akkor az additiv inverze:
B= (-aij), i=1,...,m, j=1,...,n)).
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Definicio: szorzas szammal
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Linearis algebra

A szammal valo szorzas tulajdonsagai

(Ap)-A=r-(pn-A) A neR, AeM
(AL+tpn)-A=A-A+pu-A A pneR, AeM_
AL-(A+B)=AL-A+LA-B LeR, AeM_
1-A=A AeM

1110911
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Definicio: matrixok szorzasa

Az A= (aij) eM ésaB= (bij) € M, matrixok szorzata az

AeB= (cij) eM_

mxk

matrix, ahol

Megjegyzés

Egy mxKk és egy kxn tipusu matrix szorzata egy mxn tipusi matrix.
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A szorzas tulajdonsagai

Ae(BeC)=(AeB)eC AeM_, ,BeM,, ,CeM
(A+B)eC=AeC+BeC ABeM ., CeM
Ae(B+C)=AeB+AeC AeM__,B,CeM,

Ha AeM_ kvadratikus matrix, akkor
AeE =E e A=A

vagyis E_ a szorzas egységeleme az n-edrendii kvadratikus matrixok
halmazan.

Altalaban Ae B#Be A
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Definicid: transzponalas

Az A=(aij)emen matrix transzponaltja az a B=(b;;)eM,,,, matrix,
melyre

bij = aji, =1,ooo,n, J=1,ooom

Jelolés: B= AT

Megjegyzes

Egy mXn tipusu matrix transzponaltja egy nxm tipusa matrix.
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Definicio: szimmetrikus matrix

Az A € M_matrix szimmetrikus, ha A= A"

Definicié: haromszo6g matrix

Egy kvadratikus matrix felso haromszog
matrix, ha a foatlo alatt minden elem 0.

Egy kvadratikus matrix also haromszog
matrix, ha a foatlo felett minden elem 0.
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Definicio: invertalhatd matrix

Az AeM_  kvadratikus matrixot invertalhatonak nevezziik, ha
létezik olyan Be M matrix, melyre

AeB=BeA=E
A B matrixot az A (multiplikativ) inverzének nevezziik.
Jelolés: B = A-!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra

Determinans

Minden kvadratikus matrixhoz hozzarendeliink egy valos szamot,
a matrix determinansat.

Masodrendi matrixok determinansa
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Harmadrendld matrix determinansa

Sarrus szabaly

2 4 -1
det| 0 3 1 |=42-3-(=2)+4-1-5+(=1)-0-1—

5 1 -2
~5.3.(=1)=1:1:2=(=2)-0-4=-12+20+0+15-2-0=21
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Harmadrendl matrixok determinansa

Sor / oszlop szerinti kifejtés

Példa: els6 sor szerinti kifejtés

2 4
det| 0 3
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Harmadrend({ matrixok determinansa
Sor / oszlop szerinti kifejtés

Példa: masodik oszlop szerinti kifejtés

2 4
dett 0O 3 1

=-4+(-5)+31-12=21
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Magasabb rendd matrixok determinénsa—
sor / oszlop szerinti kifejtéssel

Az elobbiekben a harmadrendu matrixok determinansanak
kiszamitasara bemutatott eljaras a ,,sor / oszlop szerinti kifejtés”
modszer alkalmazasa a harmadrendiu esetre.

Az altalanos modszer tetszoleges rendu kvadratikus matrixok
determinansanak Kkiszamitasara alkalmazhato: altalaban egy n-
edrendiu matrix determinansanak Kiszamitasa a visszavezetheto n
darab (n-1)-edrendi matrix determinansanak kiszamitasara.
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Definicio: elemhez tartozo aldeterminans

Az A = (a;) € M, n-edrendu kvadratikus matrix a; eleméhez tartozo
D; aldeterminansan az i-edik sor ¢és a j-edik oszlop ,torlésevel”
eloallo (n-1)-edrendu matrix determinansanak
(-1)") — szeresét értjiik.

Megjegyzes

A fenti definicioban szereplo, az a; elemhez
tartozé, eléjelként is felfoghaté (-1) érték
(+1, vagy —1), azonos a harmadrendu determinans

kiszamitasanal hasznalt tablazatban 1évo elojellel:
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Példa: elemhez tartoz6 aldeterminans

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Sor / oszlop szerinti kifejtés

Egy kvadratikus matrix determinansa Kiszamithato ugy, hogy
egy sor vagy oszlop elemeit rendre megszorozzuk az elemekhez
tartozo aldeterminansokkal és a kapott szorzatokat osszeadjuk.

1 3 4
D, =(-1)*?-def 5 7 8

13 15 16
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Példa: els6 oszlop szerinti kifejtés

1 2 3 4
X 5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

6 7 8 2 3 4

=1-(=D)" -det{ 10 11 12 [+5-(=1)*"-det| 10 11 12 |+
14 15 16 14 15 16

2 3 4 2 3 4
+9.(=1)*""det| 6 7 8 |+13-(=D*"-detl 6 7 8
14 15 16 10 11 12
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Megjegyzes

A determinans Kiszamitasara tovabbi, a fentieknél hatékonyabb
modszerek allnak rendelkezésre, példaul:

* haromszog alakra hozas

* sor / oszlop szerinti kifejtées kombinalasa a determinans értékét
nem valtoztato atalakitasokkal

Ezeket a modszereket késobb mutatjuk be
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A determinans néhany tulajdonsaga

Ha az A marixban egy sor egyenlo a tobbi sor egy linearis
kombinaciojaval, akkor det A =0

Specialisan:
 Ha A-ban van csupa 0-bal allo sor, akkor det A =0
 Ha A-ban ket sor megegyezik, akkor det A= 0
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b

A determinans értéke nem valtozik, ha egy sorhoz hozzaadjuk a tobbi

o Ve sy

Specialisan: a determinans értéke nem valtozik, ha egy sorhoz
hozzaadjuk egy masik sor szamszorosat.

-1 7 -4 -1 7 _4
det| 2 -5 3 |=det| 2+2-(=1) —5+2-7 3+2-(=4)
4 1 7 4 I 7
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Tétel

Matrix determinansanak értéke (-1)-szeresére valtozik, ha a
matrix két sorat felcsereljuk.

det A = det AT

Kovetkezmeny

A determinans elobb felsorolt tulajdonsagai érvényben
maradnak, ha sor helyett oszlopot mondunk.
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-

Haromszog matrix determinansa egyenlo a foatloban 1évo elemek
szorzataval.

3 7 -4
detf 0 5 10 [=3-5-11=165

0 0 11

Megjegyzes: haromszog alakra hozas

Oszlopok (sorok) szamszorosainak mas oszlopokhoz (sorokhoz)
valo hozzaadasaval, valamint oszlopok (sorok) cseréjével barmely
kvadratikus matrix haromszog alakra ,,hozhato”.
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|

1. 1épés: (2. sor) — 3 x (1. sor) és (3. sor) + 4 x (1. sor)

1 3 -1 1 3 -1
dett 3 5 10|=detf0 -4 13 |=

-4 0 11 0 12 7

2. 1épés: (3. sor) + 3 x (2. sor)

1 3 -1
—detl 0 —4 13 |=1-(-4)-46=—184

0 0 46

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével h



Linearis algebra
Megjegyzés :

A haromszog alakra hozas vegigvitele helyett célszerubb lehet a
kovetkezo: ha egy oszlopban (sorban) mar csak egy elem kiilonbozik
0-tol, akkor fejtsiik ki a determinanst ezen oszlop (sor) szerint. Ezzel

az eljarassal lépésenkeént eggyel csokkentheto a Kkiszamitando
determinans rendje:

1 3 -1 1 3 -1
dett 3= 5 10|=detf0 -4 13 |=
-4 0 11 0 7

13
]:1-(—4-7—12-13):—184
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Tétel: szorzasi szabaly a determinansokra

Ha A és B azonos rendu kvadratikus matrixok, akkor

det(AeB)=det A - -detB

Tétel: a determinans és az invertalhatésag osszefuggese

Egy A kvadratikus matrix invertalhato < det A #0
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Matrix invertalasa determinansokkal

Kvadratikus matrix inverzét megkapjuk, ha képezziik a matrix
elemeihez tartozo aldeterminansok matrixanak transzponaltjat, és
azt megszorozzuk a matrix determinansanak reciprokaval:

Emlékezteto: Az A = (a;) € M, n-edrendi kvadratikus matrix a;; eleméhez
tartozo D; aldeterminansan az i-edik sor és a j-edik oszlop ,torlésével”

nr

eloallé (n-1)-edrendii matrix determinansanak (-1) — szeresét értjiik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra
Példa 1 1

2
detA=det| 1 2 1
0 1 1
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Linearis algebra

Linearis terek
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Definicio: linearis tér

Egy X halmazt linearis térnek (vagy vektortérnek) nevezziink, ha
adott két muvelet
osszeadas
+: XXX —->X
szammal valo szorzas
o . RxX—>X
melyek rendelkeznek a kovetkezo tulajdonsagokkal:

Hax,ye XésA,u e R, akkor

ex+ty=y+x (kommutativitas)
ex+(y+tz)=(x+y)+z (asszociativitas)
ex+0=x (additiv egység létezése)
ext+(-x)=0 (additiv inverz létezése)
el -x=x

*A-(ux)=(A-p)x
A (xX+ty)=A-X+A:y (disztributivitas)
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Peldak linearis terre

e szabad vektorok

* helyzetvektorok

 mxn tipusu matrixok

e Rn

« f:]0,1] >R fiiggvények

* (a):N—R valos szamsorozatok

Egy linearis tér elemeit vektoroknak nevezziik.

A vektor elnevezést itt altalanosabb értelemben hasznaljuk, mint a
geometriai vagy fizikai értelemben vett vektoroknal.
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Linearis algebra

Definicio: vektorrendszer

Az X linearis tér elemeinek egy { a,, a,, ... , a_} halmazat
vektorrendszernek nevezziik.

Definicio: linearis kombinacio

Az X linearis teérben az a, a, ... , a € X vektorok

n
X, X, ... » X € R szamokkal képzett linearis kombinacioja:

X -al+x2-a2+...+xn-aneX

|

Definicio: linearis kifejezhet6ség

A beX vektor linearisan kifejezheto az {a ,a,,...,a_} vektorrendszer
elemeivel, ha léteznek olyan x , x,, ... , X € R egyiitthatok, hogy

b=x1-a1+x2-az+...+xn-an

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra
Megjegyzes

A linearis Kkifejezhetoség problémaja R"-ben linearis
egyenletrendszerre vezet.

Egy példa R3-ban:

Kifejezheto-e a b vektor az {a a,a,} vektorrendszer elemeinek
linearis kombinacidjaként?
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A kerdés atfogalmazasa: Vannak-e olyan x, , X, , X, szamok, hogy

29

b=x,-a+x,-a,+Xx,-a,,

aAZaz.

-X, +2x,

+X, =X,

-X, +2Xx, +X,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Linearis algebra

Definicio: linearis fliggetlenség

Az {a ,a,,..,a } c X vektorrendszert linearisan fiiggetlen,
ha a

xl-a1+x2-a2+...+xn-an=0

(X,X,,...,X €R) egyenlosegbol kovetkezik, hogy

X, =X,=...=x =0,

| y

Ha egy vektorrendszer nem fiiggetlen, akkor (linearisan)
fiiggonek nevezziik.
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Tetel: a linearis fuggetlenseg ekvivalens fogalma

Az {a ,a,,...,a } c X vektorrendszer (linearisan) fiiggetlen <
a vektorrendszer egyik vektora sem all elo a vektorrendszer
tobbi vektoranak linearis kombinaciojakeént.

Megjegyzesek

1. Fiuggetlen vektorrendszer barmely részrendszere fiiggetlen.

2. Fuggetlen vektorrendszer nem tartalmazhatja a nullvektort.
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Megjegyzes

A fliggetlenség vizsgalata R"-ben homogén linearis
egyenletrendszerre vezet.

Egy példa R3*-ban:

vektorrendszer fiiggetlen-e?
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Az { a ,a,, a,} vektorrendszer pontosan akkor fiiggetlen linearisan,
ha az

egyenletrendszernek csak az x, = x, = x; = 0, un. trivialis megoldasa
van.
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Linearis algebra

Definicio: vektorrendszer linearis burka

Az X linearis tér A={a ,a,,...,a_} vektorrendszer linearis burka az
A-beli vektorokbal képezheto osszes linearis kombinacio halmaza.

Jeloles: [A] = [a,,a,,...,a ]

Definicid: bazis
Az X linearis tér B vektorrendszerét bazisnak nevezziik, ha

B fiiggetlen

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicid: véges dimenzios linearis ter

Egy linearis tér véges dimenzios, ha van véges elemszamu bazisa.

Egy véges dimenzios linearis tér barmely bazisanak elemszama
egyenlo.

Definicio: dimenzid

Egy bazisban 1évo vektorok szamat a linearis tér dimenziojanak
nevezzik.

A nullvektorbol allo egyelemii {0} linearis tér dimenzioja 0.
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47

A (geometriai) térbeli helyzetvektorok
linearis tere haromdimenzios.

A (geometriai) sikbeli helyzetvektorok
linearis tere kétdimenzios.
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Az R" linearis tér n dimenzios, mivel az

vektorokbol allo (n elemiu) vektorrendszer bazis.

Neve: természetes bazis

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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m NEM NYOMTATASRA!

Specialisan: az R3 linearis térbeli természetes bazis:

Indoklas:

Az {e,e,.e5} vektor rendszer fiiggetlen, tovabba
le, €,, €;] = R3 ui.:

a 1 0 0
bl=a-|0|+b-|1]|+c-|0

C 0 0 |

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra
Tétel

Egy n dimenzios linearis térben barmely n elemu fiiggetlen
vektorrendszer bazis, és barmely legalabb n+1 elemu
vektorrendszer fiiggo.

Ha B az X linearis tér egy bazisa, akkor barmely X-beli b vektor
egyertelmuen eloall a B-beli vektorok linearis kombinaciojaként.

Ezt a b vektor adott bazisbeli eloallitasanak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: koordinatak

Ha B={a,a,,...,a_} az X linearis tér egy bazisa, akkor egy b vektor

X -al+x2-az+...+xn-an

|

bazis eloallitasaban szereplo x, x,, ... , X _egyiitthatokat a b vektor
B bazisbeli koordinatainak nevezziik.

V=Vy-itv,-j+vy-k

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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-

9 koordinatai a

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

1 0 0
—1-10|+9-{1({+0-{0
0 0 1

Megjegyzes Egy vektor koordinatai fiiggnek a bazistol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra

Definicid: vektorrendszer rangja

Egy X linearis tér egy A vektorrendszerének rangjan az A
maximalis elemszamu fiiggetlen részrendszerének elemszamat
értjuk.

Definicid: matrix rangja

A matrix rangja az oszlopvektoraibol keépzett vektorrendszer
rangja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Egy n-edrendu kvadratikus A matrix rangja n

< det A#0
Kovetkezmeny

R" egy n elemil vektorrendszere akkor és csak akkor bazisa R"-
nek, ha a vektorrendszer elemeibol képzett kvadratikus matrix
determinansa nem 0.

1 -1 2

bazis R3-ban, mert dett 2 1 —=1[=14%#0
-1 2 1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis egyenletrendszerek

.V /

egyenletekbol allo rendszert — ahol aij,bieR, i=1,....,m, j=1,...,n
adottak, és keresendo az oOsszes olyan (x,,x,,...,x )eR" szam n-es,
melyre az egyenloségek teljesiilnek — n ismeretlenes, m egyenletbol
allo linearis egyenletrendszernek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Elnevezések a;; : az egyenletrendszer egyiitthatoi

bi : konstansok

. ismeretlenek

Az egyenletrendszer
alapmatrixa:

Az egyenletrendszer
kibovitett matrixa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Definicid: linearis e.r. vektoros és matrixos alakja

A kibovitett matrix oszlopvektorait jelolje:
a,,2,,...,a ,b,

az ismeretlenekbol allo oszlopvektor legyen x

Ezekkel a jelolésekkel az egyenletrendszer

vektoros alakja:

X -al+x2-az+...+xn-an=b

1
matrixos alakja:

A-x=Db

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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L x, -x, +2x, :

IL 2x, +X, —X,

HL-x, +2x, +X,

Ezekkel az egyenletrendszer vektoros illetve matrixos alakja:

xl-a1+x2-az+x3-a3=b A-xX=b

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Két sziikséges és elegendd feltétel linearis egyenletrendszer
megoldasanak letezésére

Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van
megoldasa, ha a b vektor linearisan Kkifejezheto a ,a,...,a
vektorrendszer elemeivel.

Egy linearis egyenletrendszernek pontosan akkor van
megoldasa, ha az e.r. alapmatrixanak ¢és a kibovitett matrixanak
rangja egyenlo

n

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra n

Definicio: homogén és inhomogén e.r.

Ha

b,=b,=...=b =0,
akkor az egyenletrendszert homogének nevezziilk, kiilonben
inhomogén.

Definicio: trivialis megoldas

Vilagos, hogy a homogén e.r.-nek

X, = X,= ... =xn=0

megoldasa. Ezt trivialis megoldasnak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

A linearis egyenletrendszereket a megoldasok szama alapjan az
alabbiak szerint osztalyozzuk:

az egyenletrendszer
e ellentmondasos, ha nincs megoldasa
 hatarozott, ha pontosan egy megoldasa van

 hatarozatlan, ha tobb (végtelen sok) megoldasa van

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Peéelda ellentmondasos egyenletrendszerre:

I. 2x, +3x,=5
II. 4x; + 6x, =7

Az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Példa hatarozott egyenletrendszerre:

I. 2x, +3x, =12
II. 4x, —x,=10

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: (x;, x,) = (3,2)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Példa hatarozatlan egyenletrendszerre:

I x,+x,+2x;=3

Az egyenletrendszernek minden olyan (x;,X,,X;) szamharmas
megoldasa, melyre

x;€R tetszoleges, x, =2 - 3-x;, X, =3 + Xx;

P¢ldaul: ha x; = 2, akkor x; = -4, x, =5, vagyis

(X;,X,,X3) = (-4, 5, 2 ) egy megoldas.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicid: egyenletrendszer fuggetlensége

Egy egyenletrendszer fuggetlen (az egyenletrendszer egyenletei
fiiggetlenek), ha az alapmatrixanak rangja egyenlo az egyenletek
szamaval.

Megjegyzes

Egy egyenletrendszerben annyi fiiggetlen egyenlet van, amennyi az
alapmatrixanak rangja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: redukalt rendszer

Ha egy egyenletrendszer alapmatrixanak rangja r, akkor az
egyenletek koziill kivalasztando r db ugy, hogy a beloluk allo
egyenletrendszer fiiggetlen. (A Kkivalasztas altalaban nem
egyértelmii). Egy ilyen részrendszert az eredeti egyenletrendszer
redukalt rendszerének nevezziik.

Megjegyzes

Fuggetlen egyenletrendszer sajat maganak redukalt rendszere.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel ‘

Redukalt egyenletrendszer esetén az egyenletek és az ismeretlenek
szamanak viszonya meghatarozza a megoldasok szamat: ha a
redukalt rendszer n ismeretlent és r egyenletet tartalmaz, akkor:

r = n esetén a redukalt rendszer hatarozott

r <n esetén a redukalt rendszer hatarozatlan

Megjegyzes

Az elozo tétel csak redukalt rendszerre igaz. Tetszoleges
egyenletrendszer esetén a hatarozottsaghoz altalaban, nem elegendo,
hogy az egyenletek és az ismeretlenek szama egyenlo legyen.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzes —

Egy egyenletrendszer megoldashalmazat lényegében a redukalt
rendszere hatarozza meg, ui.:

ha az egyenletrendszer nem ellentmondasos, akkor az

egyenletrendszer megoldasai pontosan a redukalt rendszerének
megoldasai.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Elemi bazistranszformacio

Definicio: bazistranszformacio

Ismeretes, hogy egy vektortérben egy vektornak a tér kiilonbo6zo
bazisaira vonatkozo koordinatai killonbozoek.

Bazistranszformacion azt az eljarast értjuk, mely soran egy vektor
egy B, bazisbeli koordinataibol meghatarozzuk egy masik B,
bazisbeli koordinatait.

Definicio: elemi bazistranszformacio

A bazistranszformaciot eleminek nevezziik, ha a B, és a B, bazisok
pontosan egy vektorban kiilonboznek.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra m

Legyen B ={f ,f,,...,f } R™ egy bazisa, u,acR™ és

u=u1-fl+u2-f2+...+um-fm
a=a1-fl+a2-f2+...+am-f

m

Ha u. # 0 valamely i-re, akkor az f. vektornak az u vektorral valo
kicserélesevel adodo

B,={f .., u,f, ,.,f}

vektorrendszer szintén bazis.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Hajtsuk vegre az a vektor koordinataira vonatkozoan a B,—B,
elemi bazistranszformaciot, azaz hatarozzuk meg az a vektor
koordinatait a B, bazisban!

Az u vektor eloallitasabol:

Ezt behelyettesitve az a vektor eloallitasaba megkapjuk az a vektor
B, bazisbeli keresett koordinatait:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Az elemi bazistranszformacio sémaja

Az

eredetl u; : generalo elem
bazis:

Az Uj i- Qj.1— 0 - Ui

bazis: o =a;f u Az Uj vektor sora

Aj+1— 0 - Uj+1

aI'I'I - ‘ﬁ - l-'II'I'I

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis egyenletrendszer megoldasa
elemi bazistranszformacioval

Mivel minden linearis egyenletrendszer egy linearis kifejezhetoségi
problémaval egyenértéku (gondoljunk az egyenletrendszer
vektoros alakjara), a megoldasban linearis algebrai eszkozoket
alkalmazhatunk.

Az x;-a,+ x,-a,t ... + X -a_= b linearis egyenletrendszer megoldasa
annyit jelent, mint meghatarozni az osszes olyan (x,,X,,..,X ) szam
n-es, melyekkel a b vektor eloall az a ,a,,...,a_vektorok linearis
kombinaciojaként.

Ezt a feladatot az alabbiakban bazistranszformacioval oldjuk meg.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Egy linearis egyenletrendszer megoldasait megkaphatjuk az alabbi
eljarassal:

Induljunk ki R™ természetes bazisabol.

Elemi bazistranszformaciok soraval vigyiik be a bazisba az a ,a,,...,a_
vektorok Kkozill annyit, amennyi lehetséges (az {a,a,...,a
vektorrendszer elemei koziil pontosan annyi viheté be a bazisba,
amennyi az alapmatrix rangja, azaz ahany fiiggetlen egyenlet van), és
kovessilk nyomon az aa,,...,a ¢és a b vektorok Kkoordinatainak
alakulasat.

Az elemi bazistranszformaciok sora akkor ér véget, ha nem tudunk
tobb vektort a bazisba bevinni — ez a szamolas soran onnan veheto
észre, hogy nincs tobb valaszthato generalo elem.

A b vektor uj bazisbeli koordinataibol Kkiolvashatéo az
egyenletrendszer megoldasa.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYOMTATASRA!
— ey

Hatarozott e.r. megoldasa

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A7 A2 A3 Ay As| L

Hatarozatlan e.r. megoldasa

|2

[e—

* Hagyjuk el a csak 0-t
tartalmazo sorokat

= 2

X X X5 8y &g « Cseréljiik meg az oszlopok

a; a, a3 A, as|k sorrendjét ugy, hogy a bal

— _ oldali oszlopok egységmatrixot
100-13{0 alkossanak

X, a,[0 1 0 0 -4|1

Xy a0 01 0 -6)2

 —

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A megoldas eldballitasa:

Kotott valtozok: voaldl 0 0 -1
01 0 0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Matrix invertalasa
bazistranszformacio alkalmazasaval

Korabban mar definialtuk a matrix inverzének fogalmat:

Az A1 eM_matrixot az AeM_matrix inverzének nevezziik, ha

Ae Al=E

n

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra

Ha az A'! matrix oszlopvektorai:
d,d,...,d,

akkor az A e Al = E_ egyenlet ekvivalens az alabbi n darab
egyenletrendszerrel, melyekben az alapmatrixok megegyeznek, igy
az egyenletrendszerek csak a jobb oldalukban kiilonboznek:

Aed, =¢;,Aed,=¢,,...,Aed =¢_

fgy az A' matrix meghatarozhaté a fenti egyenletek szimultin
megoldasaval.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra a o, a __ OMTATASRA!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Tovabbi moédszerek hatarozott linearis
egyenletrendszerek megoldasara

Cramer szabaly

Inverzmatrix modszer

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Cramer szabaly

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Inverz matrix modszer

Ha az A ¢ x = b egyenletrendszer esetén az alapmatrix invertalhato,
azaz det(A) # 0, akkor az egyenletrendszer egyetlen megoldasa
eloall a kovetkezo formaban:

x=Aleb

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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~

AN

e

AN DN
N | NN | NN N

AN ||
AN |||

/

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Linearis fuggvenyek

Definicio

Legyen X és Y linearis tér. Az f:X—Y fuggvényt linearisnak
nevezzik, ha additiv és homogén, azaz

f(x,+x,)=1(x,)+1f(x,) x,x,eX

f(c-x)=c-f(x) xeX, ceR

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicid: linearis fUggveny matrixa

Legyen X n dimenzios, Y m dimenzios linearis tér,
{e,e,,...,e } az X egy bazisa,
{u,u,,...,u }azy egy bazisa,
f: X—Y linearis fiiggveny
Haf(e)=a -u,+a,-u,+...+a_-u_(i=l,...n),
akkor az

matrixot az f linearis fiiggvény matrixanak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzesek —

1. Linearis fiiggveny matrixa fugg a linearis terek bazisainak
megvalasztasatol.

2. A bazisokat rogzitve az f fiiggvény egyértelmuen meghatarozza
az A matrixot, és az A matrix is egyértelmiuen meghatarozza az
f fliggvényt

Ha AeM_, azf:R"—R™ linearis figgvény matrixa, akkor
f(x)=Ax

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa: sikbeli linearis transzformaciok

Az ,,x” tengelyre vonatkozo tiikrozés matrixa:

HONES
o e

A matrix meghatarozasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa: sikbeli linearis transzformaciok

Az ,,y” tengelyre vonatkozo tilkkrozes matrixa:

BN

A matrix meghatarozasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa: sikbeli linearis transzformaciok

0 1

Az ,,y=x” egyenesre vonatkozo tiikrozés matrixa:

1 0

1 0 0 1
A matrix meghatarozasa: f| |= fl |=
0 1 1 0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa: sikbeli linearis transzformaciok

Az origo koruli o szogu forgatas matrixa:

COsSO. —SsIina

SINOL COSOL

coso —sina | X X-cosa+y-(—sina)

sinot. cosa \y X-SINo +y-Ccosa)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa: sikbeli linearis transzformaciok

Az origo koriuli 90°-o0s forgatas matrixa:

A matrix meghatarozasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis fuggvények sajatéertékei, sajétvektorai

Legyen X linearis tér, f:X—X linearis fuggvény.

Egy veX, v£0 vektort az f fuggvény sajatvektoranak nevezziik, ha
létezik olyan LeR, hogy

f(v)=A-v

At az f sajatértekének nevezziik, és azt mondjuk, hogy a v vektor a A
sajatértékhez tartozo sajatvektor.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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m NEM NYOMTATASRA!

Megjegyzes

Ha az f linearis fuggvénynek van sajatértéke, akkor ahhoz végtelen
sok sajatvektor tartozik:

Ha a v vektor sajatvektor, akkor minden a v-vel parhuzamos
vektorok ugyanazon sajatértékhez tartozo sajatvektor.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Definicio: karakterisztikus polinom

Legyen X n dimenzios linearis tér, f:X—X linearis fuggvény,
tovabba A legyen az f egy adott bazisra vonatkozoan. Ekkor a

P(L) =det(AL-E—A)

(n-edfoku, 1 foegyiitthatos) polinomot az f karakterisztikus
polinomjanak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra m

Tétel: a sajatertekek meghatarozasa

Az f:X—X linearis fuggvény sajatértékei f Kkarakterisztikus
polinomjanak zérushelyei.

P(\)=det(L-E—A)=0

Tétel: a sajatvektorok meghatarozasa

A ) sajatértékhez tartozo sajatvektorokat a

(L-E-A)-x=0
linearis egyenletrendszer megoldasaval kapjuk. Az
egyenletrendszer, minden esetben hatarozatlan.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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fiiggvénynek sajatértékeit, melynek
matrixa:

det(\-E—A) = 0

A 0 O 2 0 0
P(A)=det{|0 A O|—-|1 3 5
0 0 A 2 1 -1
0 0
A=3 =5 |=(A-2)(A—-4)(A+2)=0
-1 A+1

A sajatértékek: A, =-2, A,=2, A;=4

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A sajatértekhez tartozo sajatvektorok meghatarozasa:

A L =-2sajatérték eseténa (A - E - A) - x=0 egyenlet:

egyenletrendszert kell megoldani.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Az egyenletrendszer megoldasa:

X, = 0,Xx,=-X;, X;€R tetszdleges

[gy a A=-2 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A L =2sajatérték eseténa (A-E - A ) - x=0 egyenlet:

igy a

egyenletrendszert kell megoldani.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Linearis algebra B oI g

Az egyenletrendszer megoldasa:

x;€R tetszdleges

Igy a 2=2 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok:

(=7/3)-t|: teR,t#£0
t

2 0 0Y(=8/3)-t) ((~16/3)-t (-8/3)-t
305 | (=7/3)-t|=|(=14/3)-t |=2-| (=7/3)-t
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A L =4 sajatérték eseténa (AL-E—- A ) - x=0 egyenlet:

egyenletrendszert kell megoldani.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Az egyenletrendszer megoldasa:

X, =0, x,= 5x,, X;€R tetszOleges

[gy a A=-2 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok:

20t

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Sajatertek, sajatvektor szimmetrikus métrix—esetén

Tétel

Ha egy n valtozos linearis figgvény matrixa szimmetrikus, akkor a
linearis fuggvénynek van n db paronként meroleges sajatvektora.

A =2 Ay, =0 Ay =3

Megjegyzeés

A sajatvektorokat normalva ortonormalt bazist kapunk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Bazistranszformacio

1. bazis: EioNN oM s 2. bazis: F{NNNNGE

Definicio: a bazistranszformacid matrixa

¢, =t,-b +t,-b, +t;, b,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Koordinatatranszformacio

1. bazis: {hl ,h2,b3} - 2. bazis:

{91992993}

v=0,-b, +B,-b, +B;-b, V=9C +Y,C +7;5°C5

Indoklas:

=Y €TV, CtY3°Cy =

=7, (t, b+t b+t b)) +y, (t, b+t by + 1, b)) +y5 - (t; b+t b, + 550 bs) =

=(Y, by Yty Y ts) by (Y by Y, by Y5 tys) by (Y oty Yty Y ts) - by

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis fuggvény matrixanak transzformacioja

1. bazis: {h19h29b3} 2. bazis: {91992993}

Linearis Linearis
fiiggvény fiiggvény

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis algebra

Indoklas:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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{b1al_)zal_)3} —

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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'=13-b,+28-b, +13-b,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Linearis fuggveny matrixa sajatvektorok alkotta bazisban

Ha egy linearis fuggvény matrixa szimmetrikus, akkor a
sajatvektorokbol allo ortonormalt bazisban a linearis fiiggveény
matrixa diagonalis, melyben a foatlo elemei a sajatértékek.

Tjuk fel az A matrixu linearis fiiggvényt a sajatvektoraibol képzett
ortonormalt bazisban!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A sajatertekek és az ezekhez tartozo egységnyi hosszusagu
sajatvektorok:

7\'122 7\4220

| |

0 —2/6 )\ (1/3

A sajatvektorokbal allo c.c.ch=1] 1/ 7 16 U
ortonormalt bazis: [ ’ ;

/N2 )| 17406 || 1/43

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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~2/46 \
{b19b29b3}:< 1/\/8
1//6

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Legyen n pozitiv egész szam és K=(k;) egy n-edrendi
szimmetrikus matrix. A

Kvadratikus formak

Q) = QX 0mx,) = 3 Y ki,

i=l j=1

alaku fuggvényeket kvadratikus formanak nevezzik.
A K matrix a Q kvadratikus forma matrixa.
A fenti Q kvadratikus forma felirhato tomorebb formaban is:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A K matrixhoz tartozo (3 valtozos) kvadratikus fiiggvény:

Q(K) — Q(X1> X9 XS) — ZZkinin

i=1 j=I

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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(12X, +X,+3x; )
X, +2X, —2X,
3%, —2X, +4x, )

(12X, +X,+3x; )

X, +2X, —2X,
\3x, —2X, +4X; )

— Yy 2 2 2 _
= 2X;] + XX, +3X,X; + XX, +2X; —2X,X; +3X,X; —2X,X; +4X; =

=2X. +2X5 +4x3 +2X,X, +6X,X, —4X,X,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Kvadratikus fuggvény matrixanak transzformacioja

Ha a linearis térben bazistranszformaciot hajtunk végre, akkor
(ahogyan azt a linearis fiiggvények esetén is lattuk) a kvadratikus
formak matrixa is megvaltozik.

Ha az eredeti bazisban a kvadratikus forma matrixa K, a
bazistranszformacio matrixa T, akkor a kvadratikus forma
matrixa az uj bazisban:

T'-K-T

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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1. bazis: {b19b29b3} —— 2. bazis: {91992993}

A kvadratikus forma matrixa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Ha a K szimmetrikus matrix a Q kvadratikus forma matrixa egy
bazisban, akkor a Q matrixa a K sajatvektoraibol allo
ortonormalt bazisban diagonalis, ahol a foatloban a K
sajatértékei szerepelnek, tovabba Q a valtozok négyzeteinek
linearis kombinaciojaként all elo.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példa

A K matrix altal generalt kvadratikus fiiggvény:

Q(Bsz) — Blz T 4B1B2 + Bg

Irjuk fel a Q kvadratikus format a K sajatvektoraibol allé
ortonormalt bazisban!

A K sajatértékei és az ezekhez tartozo egységnyi hosszusagu
sajatvektorok:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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(1/&] [—1/J§j
1742 1742

Az alkalmazott bazistranszformacio:

[

Q(v,»Y,) =3V - 73

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzes —

A B és a y koordinatak kozti osszefiiggés felhasznalasaval a Q
fiiggvény kétféle eloallitasa kozti kapcsolat:
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Megjegyzes

A fenti gondolatmenet alapjan belathato, hogy barmely Q:R"—R
kvadratikus forma esetén vannak olyan L.::R"—>R linearis
fiiggvények és olyan c;:eR konstansok (i=1,...,n), hogy

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Rn

(az n dimenzios Euklideszi tér)

Ebben a részben az R" halmaz néhany olyan tovabbi tulajdonsagat tekintjiik
at, melyek nem abbdl erednek, hogy R" linearis tér.

R"-ben lehet beszélni pl. olyan — eredetileg geometriai indittatasu -—
fogalmakrol, mint az elemek nagysaga, tavolsaga, korlatossag, kornyezet,
sorozat hatarértéke, skalaris szorzat, merolegesség.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicidé: norma (nagysag)

Az x = (Xy5...,X,)€R" elem normaja:

Specialisan:

Egy x = (x,,X,)€R? elem normaja:

Egy x = (X;,X, ,X;)€R* elem normaja:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Teétel: a norma tulajdonsagai

Minden x,yeR", AeR esetén fennall, hogy

*[[x|[Z0 (][ x||=0<x=0)
* [FAx || = A - [Ix]]

° [ xty | = {Ix]] + [lyll

Megjegyzes

Ha egy halmazban értelmezheto az elemek nagysaga, akkor
beszélhetiink e halmaz részhalmazainak korlatossagarol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: R" részhalmazainak korlatossaga

Az AcR" halmaz korlatos, ha van olyan KeR melyre:
xeA = |[|x]||£K

(vagyis az A-beli elemek nagysaga nem nagyobb mint K)

Definicio: R"-be képez6 fuggvények korlatossaga

Az f:A—>R" fiiggvény korlatos, ha az értekkészlete korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: tavolsag

AZ X = (X{5..4,X )ER" és y = (¥{5...,¥,) ER" elemek tavolsaga:

Specialisan:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel: a tavolsag tulajdonsagai

Tulajdonsagok: minden x,yeR" esetén

cd(x,y) 20 (d(x,y) =0 = x=y)

* d(x,y) = d(y,x)

e d(x,y) £d(x,z) + d(z,y) (haromszogegyenlotlenség)

Megjegyzes

Ha egy halmazban értelmezheto az elemek tavolsaga, akkor
beszélhetiink egy elem kornyezetérol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYOMTATASRA!

Definicio: nyilt kornyezet

A P,eR" pont r sugaru nyilt kornyezete (r>0):

G(P09r)={h€Rn|d(P09h)<r}

Megjegyzes

A nyilt kornyezet specialisan

R-ben: |P,-r,P,+r[ nyilt intervallum

R2-ben: P, kozépponti, r sugaru nyilt korlap “w

R3-ban: P, kozéppontd, r sugarua nyilt gombtest

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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R2-ben egy elem Kkornyezete egy nyilt korlap, igy egy R?-beli
P, = (u,v) elem r sugaru nyilt kornyezete felirhato az alabbi modon
is:

G(P,r)={heR?|d (Py,h)<r}=
= { (xy)eR? | (x-u)?+ (y-v)2 < r?}

A formula hatterében az (u,v) kozéppontu, r sugaru kor
(x-u)? + (y-v)* =12

egyenlete all.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: belsd pont

Egy Pe A pont az AcR" halmaz belso pontja, ha P-nek van olyan
nyilt kornyezete, mely benne van az A halmazban.

Definicio: nyilt halmaz

Egy halmaz nyilt, ha minden pontja belso pont.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: skalaris szorzas

AZ X = (Xpp..-0X )ER" €8 ¥ = (Yp5...,¥,)ER", vektorok skalaris (vagy
belso) szorzata:

Xy =Xyt Xy, eR

Definicido: merdlegesség

Az xeR" és az yeR" elemeket merolegesnek nevezziik, ha
xy=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Skalaris szorzas R2-ben

Az x = (X;,X,)€R? és y = (y,,¥,) € R? elemek skalaris szorzata:

XY=X,¥, T X,

Az x = (XpX,)eR? és y=(y;,y,)eR? elemek pontosan akkor
merolegesek, ha

XY=Xy;+%Yy,=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Skalaris szorzas R3-ban

Az Xx=(X;,X, ,X;)€R? és az y=(y,,¥,,¥;) €R? elemek skalaris szorzata:

X Y=X V1 TX,),7 X33

Ha x = (2,5,-1), y = (4,-3,7), akKkor:
X -y=24+5(3)+(-1)7=-14

Az x = (2,1,-1) és az y = (4,-3,5) elemek merolegesek, mert
X-y=24+1(3)+(-1):5=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tétel: a skalaris szorzas tulajdonsagai

Ha x,yeR", AeR, akkor

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



