NEM NYOMTATASRA!

Riemann integral (hatarozott integral)

Egyvaltozos fuggvenyek Riemann integralja

(hatarozott integral)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)

Definicio: zart intervallum beosztasa

Haa=x <x, <..<x_ =Db, akkor a

d={ [XO’XI] ’ [XI’XZ] 9 00 9 [Xn_pxn] }

intervallumhalmazt az [a,b] intervallum beosztasanak nevezziik.

X, 5.++5 X, 0SZtOpontok - b

0

d elemei: részintervallumok Xn-2 Xp1Xp

DJ[a,b]: az [a,b] beosztasainak halmaza
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Riemann integral (hatarozott integral)

Ha f:[a,b]—>R Kkorlatos fiiggvény, d = { [ x., , x. | | i=1,...,n } az [a,b]
intervallum egy beosztasa, akkor vezessuk be a kovetkezo jeloléseket
(i=1,...,n) :

{(bEBq)

|\/|i = Supf([Xi_l, Xi])

Megjegyzes

Amennyiben az f fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor a m, és a
M, értékek az f-nek az [x, ,X;] részintervallumon felvett legkisebb ill. a
legnagyobb értékével egyeznek meg.

Ha csak korlatossagot feltételeziink, akkor a m;, és a M, eértékek nem
feltétleniil elemei az f értékkészletének.
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n NEM NYOMTATASRA!

Definicio: also és felsd integralkozelitd 0sszeg

Ha f:[a,b] >R korlatos fiiggvény,

d={[x ,,x ]|i=l,..,n} az [a,b] egy beosztasa, akkor az

s(f,d):zn:miAxi S(f,d):Zn:MiAxi

osszegeket az f fuggvény d beosztashoz tartozo also ill. felso
integralkozelito osszegének nevezzik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Riemann integral (hatarozott integral)

Az also és a felsl integralkozelitd osszegek
geometriai jelentese

s(f,d) S(f,d)

m,-AX,

Specialisan: egy integralkozelitd 6sszeg pozitiv figgvény esetén
teglalapok teruleteinek 0sszegével egyenlo.
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Riemann integral (hatarozott integral) 6

Az also és a felsd integralkozelitd 0sszegek viszonya

Ha f:[a,b] >R korlatos fiiggvény, d, és d, az [a,b] intervallum két
tetszoleges beosztasa, akkor

s(f,d,)<S(f,d,)

vagyis barmely also integralkozelito osszegnél barmely felso
integralkozelito osszeg nagyobb vagy egyenlo.

Kovetkezmeny

Az also integralkozelito osszegek halmaza feliilrol korlatos.

A felso integralkozelito osszegek halmaza alulrol korlatos.

az also integralkozelito a felso integralkozelito
osszegek halmaza osszegek halmaza
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Riemann integral (hatarozott integral)
Definicio: also integral

Az f:[a,b]>R Kkorlitos fiiggvény alsé integralkozelito osszegei
halmazanak pontos felso korlatjat az f fiiggvény also integraljanak
nevezzuk.

(Ez az érték valos szam az elozo kovetkezmény miatt.)

.Tf :if(x)dx: sup s(f,d)

deD[a,b]
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Definicio: fels6 integral

Az f:[a,b]>R Kkorlitos fiiggvény felsé6 integralkozelitéo osszegei

halmazanak pontos also korlatjat az f fiuggveny felso integraljanak
nevezzuk.

(Ez az érték valos szam az elozo kovetkezmény miatt.)

f:if(x)dx: Inf S(f,d)

deD[a,b]
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n NEM NYOMTATASRA!

Megjegyzes
A definiciok alapjan belathato, hogy

Definicio: integral

Ha az f:[a,b] >R korlatos fiiggvény esetén

akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény integralhato az [a,b]
intervallumon.

Az also és a felso integralok kozos értékét az f fuggvény [a,b]
intervallumon vett integraljanak nevezziik.
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Jelolések
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Riemann integral (hatarozott integral)

Az integral geometrial jelentese

Nem negativ integralhato fiiggvény integralja a fiiggvény alatti
teriilettel egyenlo
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Az integral neéhany elofordulasa a fizikét—)an

Az elmozdulas kiszamitasa a sebesség-ido fuggvenybol:

Alland6 nagysagi sebesség esetén:

Valtozo nagysagu sebesseg eseten:

L
As = j v(t)dt
tl
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Az ataramlott toltés kiszamitasa az aramerésség-ido6 fuggvénybol:

Allando nagysagu aramerosseg esetén:

Valtozo nagysagu aramerosség esetén:
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Az energiavaltozas kiszamitasa a teljesitmény-id6 fuggvénybol:

Allandé nagysagu teljesitmény esetén:

Valtozo nagysagu teljesitmény esetén:

L
AE = j P(t)dt
5}
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Riemann integral (hatarozott integral)

Az integral néhany fizikai és geometriai alkalmazasa

A differencialszamitas részben lattuk, hogy egy mennyiségnek egy
masik mennyiségre vonatkozo valtozasi gyorsasaga differencialassal
szamithato. Ha a valtozasi gyorsasagabol akarjuk visszakapni az
eredeti mennyiseget, akkor integralni kell.

Ha példaul ismert egy egyenes palyan mozgo pont sebessege a [t,,t,]
idointervallumban, akkor a pont elmozdulasa a [t ,t ] idotartam
alatt:
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Az integral fogalmanak ket kiegeszitese

Ha az f fuggvény értelmezve van az a helyen,
akkor f integralhato az [a,a] intervallumon és

Ha a<b és az f fiiggvény integralhato az [a,b]
intervallumon, akkor
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Riemann integral (hatarozott integral)

Integralhato fuggvenyek

Mivel az alkalmazasokban hasznalt fiiggvények altalaban
folytonosak, vagy szakaszonkeént folytonosak, igen fontos tény a
kovetkezo:

Tétel: a Riemann integralhatdsag egy elegendd feltétele

Ha f:[a,b]>R korlatos fiiggvény szakadasi
helyeinek halmaza legfeljebb megszamlalhato
végtelen szamossagu, akkor f integralhato.

Specialisan: az [a,b] zart intervallumon folytonos fuggvények ill. a
véges sok szakadasi hellyel rendelkezo korlatos fiiggvények mind
integralhatok.
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Az integral néhany tulajdonsaga

Tétel: 0sszegfuggveény integralja

Ha az f:[a,b]>R ¢és a g:[a,b]oR
fiiggvények integralhatoak, akkor az f+g
fiiggvény is integralhato és

Tétel: fuggvény konstansszorosanak integralja

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény integralhato és
ceR, akkor a c-f fiiggvény is integralhato és
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Tétel: szorzatfuggveny integralhatésaga

Ha az f:[a,b] >R és a g:[a,b] >R fiiggvények integralhaték, akkor az
f-g fiiggvény is integralhato.

Tétel: fuggveény abszolut ertékenek integralhatésaga

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény integralhato, akkor
az | f | fliggvény is integralhato és

Tétel: hanyadosfuggveny integralhatosaga

Ha az f:[a,b] >R és a g:[a,b] >R fiiggvények integralhatok, 0<ceR és
g(x) = ¢, ha xe[a,b], akkor az f/g fuggvény is integralhato.
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Riemann integral (hatarozott integral)
Tétel: az integral additivitasa

Ha ce[a,b] és az f:[a,b] >R fiiggvény integralhaté az [a,c] és a [c,b]
intervallumokon, akkor integralhato az [a,b] intervallumon is és

Az allitas altalanosithato arra az esetre is, amikor az [a,b]
intervallum veéges sok paronként diszjunkt intervallum uniojaként all
elo.
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Riemann integral (hatarozott integral)

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény integralhaté, akkor integralhato

barmely [c,d] < [a,b] részintervallumon is.

Tétel: az integral monotonitasa

Ha az f:[a,b]>R és a g:[a,b]>R fiiggvények
integralhatok, és f(x) < g(x), ha xe[a,b], akkor
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Riemann integral (hatarozott integral)

Tétel: kozépertek tétel
Ha az f:[a,bp]>R fiiggvény integralhato, m,MeR ¢és
m < f(x) £ M, ha xe[a,b], akkor

Kovetkezmény

Ha az f:[a,b] >R fiiggvény folytonos, akkor létezik olyan e]a,b|,
melyre

[f=f(@©)(b-a)
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Definicio: integralfiggvény

Ha az f:[a,b]—>R fiiggvény integralhatd, akkor az

fliggvényt az f integralfiiggvényének nevezziik.
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Riemann integral (hatarozott integral)

Tétel: integralfuggveény tulajdonsagai

Legyen az f:[a,b] >R fiiggvény integralhato, és legyen F a f
integralfuggvénye. Ekkor

 F folytonos

*ha f folytonos egy x €[a,b] helyen, akkor az F
differencialhato x -ban és F’(x ) =1 (x ).

Az integralfiiggveny igen fontos az alabbi kovetkezmény miatt:

Kovetkezmeny

Ha az f:[a,b]—>R fiiggvény folytonos, akkor van primitiv fiiggvénye.
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Az integral kiszamitasa

Tétel: Newton-Leibniz formula

Ha az f:[a,b] >R és az F:[a,b] >R fiiggvényekre fennall, hogy

e fintegralhato

e F folytonos az [a,b] intervallumon

e F differencialhato az Ja,b[ intervallumon
e F’(x)=1(x), ha xe]a,b|

akkor

if = F(b) - F(a)
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Tf = F(b) - F(a)
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Példa

Egy harmonikus rezgést végzo pont sebessége az ido fiiggvényében:
v(t) = S5cos(2t+3).

Mennyi a pont elmozdulasa a [4,5] idointervallumban?

5
S = j 5¢0s(2t +3)dt = ;[sin(Zt +3)]%=355
4
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Az integral kozelito
Kiszamitasa

Trapéz formula

Az f:[a,b]>R integralhaté fiiggvény esetén osszuk fel az [a,b]
intervallumot az x ,x,,...,x osztopontokkal n db egyenlo hossziasagu
intervallumra ¢és kossik oOssze az osztopontokhoz tartozo
fiiggvénypontokat egyenes szakaszokkal. Az f integraljat a torottvonal
integraljaval kozelitve a kovetkezo formula adodik:

Tf < b‘a(f()z(o) F (X)) ot F (X, ) + f(;n)j

N
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jx/;dXz120[0+\/0,72+\/Q74+\/0,76+\/@+ﬁ+\/L27+\/L74+\/L76+\/L78+\fJ

0

2

0

A pontos érték Kkiszamitasa a
Newton-Leibniz formulaval:
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Megjegyzeés: a kozelités pontossaga

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény kétszer differencialhaté6 és a masodik
derivalt fuggvénye korlatos az [a,b] intervallumon, vagyis van olyan K
szam, melyre | f'"(x) | <K, ha xe[a,b], akkor az f integraljanak trapéz
formulaval szamitott kozelito értéke és az integral pontos értéke
kozotti eltérés legfeljebb

Ez azt jelenti, hogy a fenti feltételeknek eleget tevo fuggvények esetén
az osztopontok szamanak novelésével az eltérés tetszolegesen Kicsivé
teheto, illetve az eltérés nagysaga az elobbi formulaval becsiilheto.
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Az integral kozelito
Kiszamitasa

Simpson formula

Az f:[a,b]>R integralhato fiiggvény esetén osszuk fel az [a,b]
intervallumot az x ,x,,...,X, osztopontokkal 2n db egyenlo
hosszusagu intervallumra. Illessziink az (x,x,,X,), (X,,X;,X,), stb.
osztopont-harmasokhoz tartozo fuggvénypontokra parabolaiveket.
Kozelitsiik az f integraljat e paraboladarabok integraljainak
osszegevel.

Ezzel az eljarassal az f integraljara az alabbi kozelito formulat
kapjuk:
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Tf ~ b6—na (F(X,)+4f (X)) +2f(X,) +4F(x;) +...

et 21: (X2n—2) + 4f (X2n—1) + f (X2n))
jsin XdX =~ L(Sin 0+ 4sin - + 2sin 2—n+ 4sin 3—7T+ 2sIn an + 4sin5—n+
; 6-5 10 10 10 10 10

+ 2sIn bn + 4sin m + 2sIn il + 4sin In +sinm) = 2,0001
10 10 10 10

2n=10 = n=95

A pontos érték kiszamitasa a _Tfsin xdx = [_ COS X]n _9
Newton- Leibniz formulaval: 7 ’
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Megjegyzes: a kozelités pontossaga

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény négyszer differencialhaté és a negyedik
derivalt fuggvény korlatos az [a,b] intervallumon, vagyis van olyan K
szam, melyre |f @x)|< K, ha xe[a,b] , akkor az f integraljanak
Simpson formulaval szamitott kozelito értéke és az integral pontos
értéke kozotti eltérés legfeljebb

Ez azt jelenti, hogy a fenti feltételeknek eleget tevo fiiggvények esetén
az osztopontok szamanak novelésével az eltérés tetszolegesen Kicsive
teheto, illetve az eltérés nagysaga az elobbi formulaval becsiilheto.
Nagy n esetén a Simpson formula jobb kozelitést ad a trapéz
formulanal.
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Az integral néhany geometriai alkalmazasa

Az integral az elojeles fiiggveny alatti teriiletet adja.

Példaul a sin fiiggvény integralja a [0,27] intervallumon 0, mert a
[0,7] intervallumon az integral 2, a [w,27t] intervallumon pedig —2:

Tsin Xdx =2 Tsin Xdx = -2
0 T

2T
jsin xdx =0
0
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Két fuggveny kozti terulet

Ha a f:[a,b] >R és a g:[a,b] >R integralhaté fiiggvényekre fennall,
hogy f(x) = g(x), ha xe[a,b], akkor az két fiiggvény altal
kozrefogott sikrész teriilete:
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Példa

Szamitsuk ki az f(x)=x?>+2x-8 és a g(x)=5x+2 fiiggvények altal
kozrefogott sikrész teruletét!

A metszéspontok meghatarozasa:
x?+2x-8 = 5x+2

a=-2,b=5

= J(6x+2) -0 +2x-8)ox = [ (- +3x +10)x = 242

-2
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Forgastest térfogata

Egy f:[a,b]>R nemnegativ, folytonos fiiggvény grafjanak a
»vizszintes” tengely koriili megforgatasaval keletkezo forgastest
térfogata:
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NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Indoklas: a térfogat kozelitheto a hengerek térfogaténak_ osszegével:

Mivel ez az 6sszeg egyben az x—n-f> fiiggvény also
integralkozelito osszege az [a,b] intervallumon, az
integral Kkonstrukciojanak figyelembe vételével,
elfogadhatjuk, hogy a térfogat pontos értéke az
integrallal egyenlo:
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Riemann integral (hatarozott integral)

Forgastest palastjanak felszine

Egy f:[a,b] >R nemnegativ, folytonosan differencialhato fiiggvény
grafjanak a ,,vizszintes” tengely koriuli megforgatasaval keletkezo
forgastest palastjanak felszine:

F = 2anx/1+7 ﬁn

o
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Példa: gomb felszine

“ NEM NYOMTATASRA!

"
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[vhossz

Egy f:[a,b] >R folytonosan differencialhato fiiggvény grafjanak

ivhossza:

f(x) = ch x, x<[0,T]

T T T

L = | v1+sh?xdx = | chxdx = [shx| =shT
[ | [shx]
0 0 0
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Riemann integral (hatarozott integral)

Siklemez sulypontja

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)
f(x) = cos x, xe[0,n/2]

T

sin2x |2

15, 13
E!f (X)dx == _([ COS xdx_—{x+

cos xdx =[sinx|2=1
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E

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral) NEM NYOMTATASRA!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Riemann integral (hatarozott integral)

els6 és masodrendi nyomatek

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral) a6

Improprius integralok
(nem korlatos fuggvény integralja, integral nem korlatos intervallumon)

,probléma a jobb
oldali végpontban”

Definicio: improprius integral

Ha aeR, beR vagy b=t+ow és a<b, tovabba az f:[a,b[>R fiiggvény
minden ce[a,b| esetén integralhato az [a,c] intervallumon, akkor az f
fiiggvény [a,b[ intervallumon vett improprius integraljan a

hatarértéket értjuk, amennyiben letezik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)

Ha a hatarérték valos szam, akkor azt mondjuk,
hogy az improprius integral konvergens (kiilonben
azt, hogy divergens).

C—0 1 X C—0

jizdx:lim 2 dx =lim
X
1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)

m NEM NYOMTATASRA!

Definicio: improprius integral ,probléma a bal

oldali végpontban”

Ha beR, aeR vagy a= - és a<b, tovabba az f:]a,b] >R fiiggvény
minden ce]a,b] esetén integralhato az [a,c] intervallumon, akkor az f
fliggvény ]a,b] intervallumon vett improprius integraljan a

hatarértéket értjilk, amennyiben létezik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral) a9

Ha a hatarértek valos szam, akkor azt mondjuk, hogy az improprius
integral konvergens (kiilonben azt, hogy divergens).

2

cﬂmo \/7 =X = CL'EUO[Z&] ‘2’:

lim (242 —24c ) =242

c—0+0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)

NEM NYOI\‘ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

,probléma mindket

Definicio: improprius integral

vegpontban”

Ha aeRU{-©}, beRuU{+x} és a<b, tovabba az f:]a,b[>R fiiggvényre
valamely zeR esetén léteznek és konvergensek az

improprius integralok, akkor az f fiiggvény ]a,b[ intervallumon vett
improprius integraljan az

osszeget értjuk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Riemann integral (hatarozott integral)

o1
_-[01+x2dX: J‘1+x x+ j‘1+x

0 C
. 1 . 1
lim 2dx+ lim >
C—>—oocl_|_x C—>+oool_|_x

lim (—arctgc) + lim arctgc =«

C—>—00 C—>+00

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



