NEM NYOMTATASRA!

Halmazok

,Mindent olyan egyszeruve kell
tenni, amennyire csak lehet, de
nem egyszerubbe.”

(Albert Einstein)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Halmazok

A fejezet legfontosabb elemei

§ Halmaz megadasi modjai

§ Halmazok kozti miiveletek (metszet, unio, komplementer, kiilonbség, Descartes szorzat)

§ A halmazmiiveletek tulajdonsagai, Boole algebra

§ Hatvanyhalmaz

§ Rendezett par

§ R, R?és RS®részhalmazainak abrazolasa

§ Halmaz szamossaga (véges, megszamlalhato végtelen és kontinuum szamossag)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Megjegyzések

A halmaz, az elem és az eleme fogalmakat nem definialjuk,
ezeket alapfogalmaknak tekintjuk.

Egy halmazt adottnak tekintjiik, ha barmely ,dologrol”
eldontheto, hogy eleme-e a halmaznak, vagy nem.

Egy halmaz Kkiillonbozo elemei Kiillonbozo dolgok, azaz egy
dolog nem lehet egy halmaznak tobbszorosen elofordulo eleme.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok 4

Jelolések

A halmazokat leggyakrabban latin nagybetivel, az elemeket latin
kisbetiivel jeloljuk.

halmaz: A,B,... elem: a,b....

»eleme”: acA ,nem eleme”: agA

Megjegyzeés

A halmazokkal kapcsolatos definiciokban gyakran hasznaljuk az
alabbi lejeket:

= = akkor (kOvetkezmeény)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Definiciok

J: iires halmaz (olyan halmaz, melynek nincs eleme)

AcB: A részhalmaza B-nek, ha xeA = xeB

(az A halmaz minden eleme eleme a B halmaznak is)

A=B: A egyenlo B-vel, ha AcB A BCA

A ,,valodi részhalmaza” B-nek, ha AcB A A#B

(az A halmaz minden eleme eleme a B halmaznak is, de a B-nek van olyan
eleme, ami nem eleme A-nak)

Az ures halmaz minden halmaznak részhalmaza.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok R

|

A és B diszjunkt, ha AN B=9

Halmazrendszer: olyan halmaz, melynek elemei halmazok

Az A halmaz hatvanyhalmaza: az A o0sszes
részhalmazat elemként tartalmazo halmazrendszer.

Jelolés: 24

Megjegyzes

Egy n elemi halmaznak (n pozitiv egész szam) 2" kiilonb6zo
részhalmaza van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

A tovabbiakban a kovetkezo specialis jelolésekkel fogunk utalni a
leggyakrabban hasznalt szamhalmazokra. (A halmazokat késobb

definialjuk)
N: a természetes szamok halmaza
Z: az egesz szamok halmaza
Q: a racionalis szamok halmaza
R: a valos szamok halmaza
C: a komplex szamok halmaza

NcZcQcR(cC)

A fenti halmazok jelolésére szokas hasznalni a kovetkezo
szimbolumokat is (kézirasban minden esetben ezeket hasznaljuk):

NZQRC

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok KN

Halmaz megadhato az elemeinek felsorolasaval, vagy koriilirassal.

A Kkoriiliras legtobbszor egy ismert H (alap)halmaz egy A
részhalmazanak megadasat jelenti a kovetkezo sémak szerint:

A={xeH | x rendelkezik a T,,T,,... tulajdonsagokkal }

A ={xeH : x rendelkezik a T,,T,,... tulajdonsagokkal }

Az elemek felsorolasaval: A={11,12,13,14,15,16,17,18,19 }

Koriilirassal: A ={xeN | 11<x<20 }

A {} jelpart lehetoleg csak halmaz megadasakor fogjuk hasznalni

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok IEN

Elofordul, hogy egy halmazt egy fiuggvény értékkészleteként
adunk meg.

Példaul a paros szamok halmaza az x—>2x fiiggvény
értékkészlete, amennyiben az értelmezési tartomany az egész
szamok halmaza:

{2x | xel}
vagy
{2x:xel}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Definiciok: mlveletek halmazokkal

Legyen H#J, A, B, C c H.

nié AUB = { xeH | (xeA)v(xeB)}
metszet A~B = { xeH | (xeA)A(xeB) }

komplementer A= CLA={xeH|=(xeA)}

Killonbség AB = { xeH | (xeA)A(—(xeB)) }

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Halmazok abrazolasa, Venn-diagram

AUB

CyA A\B

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok IEN

A halmazmuveletek alapveto6 tulajdonsagai, Bodle algebra

Egy H alaphalmaz tetszoleges A, B és C részhalmazaira fennall az alabbi
19 tulajdonsag. Ez ugy is megfogalmazhato, hogy egy halmaz
hatvanyhalmaza Boole algebrat alkot az unio-, a metszet- és a
komplementer képzés miiveletekre nézve:

' )

AmA=4 A A=4

A~H=4 Ao H=H

Ay &= Ao d=4
ArnB=BmrA AuB=BoA

AA(BACI=(A~NBIAC AolBoCi={(ALBILC
An(BoC)i=(A~BluilA~C)AU(BACI={AUB A (ALC)
AmhA =@ Avu s =H
H=2 @=H A=4
AnB=AUB AUB=ANE

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Fennall tovabba, hogy ha AcB, akkor B
ANB=Ailletve AUB=B @

Specialisan:

AUANB)=A ANAUB) = A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Megjegyzes

Az itéletkalkulusban az ,,és” (A), ,,vagy” (v), ,,nem” (=) logikai miiveletek
szintén Boole algebrat alkotnak: ha p, q és r itéletek, azaz olyan allitasok,
melyekhez egyértelmiien hozzarendelheto az igaz (i), vagy a hamis (h)
logikai értek, akkor fennallnak az alabbi tulajdonsagok:

PAP=DP PpVvp=Dp

pAL=Dp pvi=i

pAh=h pvh=p
PAQ=qADPp pvq=qvVvp
PA@AT)=(PA@QATr pv@Vvr)=(pvqvVvr
pA—p=h pVv-—p=i

—(pAqQ) =—p V- q —(pvqQ)=—-pA-q

—i=h —h=1i _I(_Ip)=p

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Megjegyzés: igazsagtablazat

A logikai Kkifejezésekhez (logikai fiiggvényekhez) igazsagtablazat
készitheto, mely a ,bemeneti” adatok lehetséges igazsagértékeihez
hozzarendeli a ,,kKimenet” igazsagértékét.

Az igazsagtablazattal ellenorizheto példaul a logikai Kifejezések
(fuggvények) ekvivalenciaja.

»5€S
P | a | pAg

b

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok 16 |

A (pA—q) Vv (—pAr) Kkifejezes igazsagtablazata:

(PA—Q) V (—PAT)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Halmazok
Definicio: rendezett par

Az (a,b) szimbolumokat az A és a B halmazok elemeibol képzett
rendezett paroknak nevezziik, ha

eacA
beB

*(a,b)=(cdy>a=caAb=d

Megjegyzes

Halmazok esetén: {a,b}={b,a}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Definicid: Descartes szorzat

Az A és a B nem iires halmazok Descartes szorzata:

AxB={(a,b) | (acA) A (beB)}

A Descartes szorzat elemei parok, tehat mas jellegu
objektumok, mint az eredeti halmazok elemei.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Példa

AxB = { (5,-1), (6,-1) , (7,-1) , (8,-1) , (9,-1),

(5,3) ,(6,3),(7,3), (8,3) , (9,3),

(5,5) ,(6,5),(7,5),(8,5),(9,5) §

Megjegyzeés

Az A halmaz 5 elemi, a B halmaz 3 elemil

— az AXB halmaz 5 - 3 =15 elemu

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Halmazok

Definicio: rendezett n-es

Az (a,a,,...,a,) szimbolumokat az A ,A,,...,A halmazok elemeibol
képzett rendezett n-eseknek nevezziik (n pozitiv egész szam), ha

*a, €A, a,eA, ..., a,EA
* (a,ay,...,a,) = (by,by,...,b ) & a;=by,...,a,=b

n

Definicio: tobb halmaz Descartes szorzata

A XA X XA =

= {(apap...,a,) | (a,€A)) A (2,€A,) Ao (a,€A,) }

A Ao X A AT

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

R2= RxR a valos szamparok halmaza

R3= RxRxR | a valos szamharmasok halmaza

Rn | avalos szam n-esek halmaza

A Kkovetkezokben — a valés szamok halmazanak intuitiv

fogalmara épitve — az R, R? és R3® halmazok részhalmazainak
abrazolasarol lesz szo.

Az R halmaz axiomatikus felépitésével késobb foglalkozunk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

A valés szamok halmaza eés a szamegyenes

A valos szamok halmazanak tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy R és

egy egyenes (szamegyenes) pontjai kozott kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetés 1étesitheto.

Ennek megfeleloen a valos szamok halmazanak részhalmazait
szamegyenesen szokas abrazolni.

Ez a megfeleltetés osszefugg azzal, hogy a fizikai
mennyiségek meérésekor az elméleti, pontos
méroszamok nem Kkeriilhetnek ki egy szikebb
halmazbol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

A racionalis szamok halmaza és a szamegyenes

A racionalis szamok ,lyukacsosan hagyjak” a szamegyenest, de
azon surun helyezkednek el:

a szamegyenes barmely két pontja kozott, azaz barmely két
killonbo6zo valos szam kozott, van racionalis szam. (S0t veégtelen sok

van!)
—————

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

R specialis részhalmazai: intervallumok

la,b[={ xeR | a<x<b }

(nyilt intervallum)

[a,b]={ xeR | a<x<b}

(zart intervallum)

[a,b[={xeR | a<x<b}

Ja,b]={xeR | a<x<b}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Nem korlatos intervallumok

]-0,b[={xeR| x<b}

]a,+oo[={xeR| a<x}

] -0,+0 [=R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Példa: egyenldtlenségrendszer megoldasa

W x-1>1 BRI 1L

Mindharom egyenlotlenség megoldashalmaza egy intervallum, vagy
intervallumok unidja. Az egyenletrendszer megoldashalmaza pedig ennek a
harom halmaznak a metszete.

L.
I1.
I11.

megoldas:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

R2 részhalmazainak abrazolasa

R2 és egy sik (szamsik) pontjai kozott Kolcsonosen egyértelmii
megfeleltetés  létesitheté, igy R?  részhalmazait  sikbeli
ponthalmazként abrazolhatjuk.

Ha adott egy sikbeli derékszogu koordinatarendszer, akkor az
(a,b)eR? szamparnak az a pont felel meg, melynek elsé
koordinataja a, a masodik pedig b.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

f((x,y)eR2 | 1<x<3,2<y<5}

{(x,y)eR? | x2< y<x+2}

- B

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

[1,3]%]2,3] {1,3}x[2,5]

[1,3]x12,5} U,35x12,5}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

{ (x,y)eR? | x2 +y?<R?}

{ (x,y)eR? | x2+y2=R?}

{ (xy)eR? | (x-u)? + (y-v)* <R?}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

R3 részhalmazainak abrazolasa

R3 és a tér pontjai kozott kolesonosen egyértelmii megfeleltetés
létesithetd, igy R°3 részhalmazait térbeli ponthalmazként
abrazolhatjuk.

Ha adott egy térbeli derékszogii koordinatarendszer, akkor az
(a,b,c)eR® szamharmasnak az a pont felel meg, melynek elso
koordinataja a, a masodik b, a harmadik pedig c.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Példa

Az (u,v,w) kozéppontu, R sugaru gomb:

{ (xy,2)eR® | (x-u)?+ (y-v)*+ (z-w)?=R?}

Specialisan a (2,2,2) kozéppontu, 1 sugaru gomb:

{ (%y,2)eR3 | (x-2)2+ (y-2)2+ (z-2)*=1}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Halmazok szamossaga

Definicio: ekvivalens halmazok

Az A és a B halmazok szamossagat egyenlonek nevezziik, ha a keét
halmaz kozott 1étezik kolcsonosen egyértelmiu leképezés.

Ekkor azt is mondjuk, hogy a két halmaz (a szamossag
szempontjabol) ekvivalens.

wugyanannyi” paros természetes szam van, mint ahany
természetes szam:

Tekintsiikk ui. az n — 2n Kkolcsonosen egyértelmi
leképezést a két halmaz kozott.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

Az A halmaz szamossaganak jelolése:

Az ures halmaz szamossaga 0.

Al

HaneN, akkor az {1,2,...,n} halmaz szamossaga n.

Definicio

A természetes szamok halmaza megszamlalhato végtelen
SZamossagu.

Tétel

Z és Q megszamlalhato végtelen szamossagu.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok
Tetel

A valés szamok halmaza nem megszamlalhato végtelen
$ZAamossagu.

Definicio

A valos szamok halmaza kontinuum szamossagu.

Minden pozitiv hosszusagu intervallum kontinuum szamossagu.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Halmazok

A megszamlalhato halmazok jellemzoje, hogy az elemeiket ,,fel

lehet sorolni”, azaz: van olyan sorozat, mely tartalmazza a halmaz
minden elemét.

Egy kontinuum szamossagu halmaz elemeit nem lehet felsorolni.

Megszamlalhato vegtelen Kontinuum
szamossagu szamossagu

N (természetes szamok) | R (valés szamok)
Z (egész szamok) [a,D] (intervallum, a<b)

Q (racionalis szamok) C (komplex szamok)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



