NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Hatvanysorok, elemi fuggvenyek,
hatarerték

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Definicio: fuggvénysorozat

Legyen & # A c R,
H={f|f:A>R}.
(A H halmaz elemei az A halmazon értelmezett fiiggvenyek)
A H figgvényhalmaz elemeibol képzett
(f):N->H

sorozatot fuggvénysorozatnak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Példa: nemnegativ egész kitevds hatvanyfiggvenyekbdl allé fuggvénysorozat

f (x)=x", xe]-1,1[, n=0,1,2,...

f,(x) =1, xe]-1,1]
f,(x) =x, xe]-1,1]
f,(x) = x%, xe]-1,1]
f,(x) =x3, xe]-1,1] 02 04,06 08 1

f (x)=x",xe]-1L1]

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények n

Definicio: fuggvénysor

Legyen (f ) : N - H egy fiiggvénysorozat. Az (f,) elemeib6l képzett

s; =1
s, =1, +1,
sy =1+t 1,

s, =f,+f,+...+f

sorozatot fuggvénysornak nevezzik.

Jelolés

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények
Pelda

Megjegyzes

A valtozo rogzitett érteke mellett a fiiggvénysor
egy SZAmsor.

A fenti példaban az x=1/2 érték mellett példaul a

szamsort kapjuk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s figgvények R
Definicio: hatvanysor

Legyen x,eR, a_eR, (n=0,1,2,...).

Az f (x) = (x—x,)" hatvanyfiiggvényekbdl képzett

Itt x,=0,a, =1 (n=0,1,2,...)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fliggvények
Megjegyzes

Rogzitett x érték mellett a hatvanysor egy
SZAMSOr.

Hatvanysorok esetén fontos kérdés, hogy
melyek azok a x értékek, melyek mellett a
hatvanysor konvergens.

hatvanysor konvergens, ha xe|-1,1].

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények n

Tétel: hatvanysor konvergenciatartomanya

hatvanysor esetén a kovetkezo harom

Egy Zan (X - XO)n
n=0

eset lehetseges:

1. ESET

A hatvanysor csak egy pontban, x=x, esetén konvergens, az ettol
kulonbozo6 pontokban divergens.

Ekkor azt mondjuk, hogy a konvergencia sugar 0.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények IS

2. ESET

A hatvanysor egy pont egy véges kornyezetében konvergens,
pontosabban: van olyan r>0, hogy a hatvanysor

konvergens, ha |[x-—x,|<r

divergens, ha |x—x,|>r.
Ekkor azt mondjuk, hogy a Kkonvergencia sugar r, az
X, pont r sugaru nyilt kornyezetét a hatvanysor konvergencia
tartomanyanak nevezziik. (Ez nem mas, mint az |x,-r, x,+r[ nyilt
intervallum.

Megjegyzes

A konvergenciatartomany hataran valo viselkedés kerdéses.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Példa

esetén a konvergencia tartomany: |-1,1|

3. ESET
A hatvanysor mindenhol, azaz minden xR esetén konvergens.

Ekkor azt mondjuk, hogy a konvergencia sugar oo, a
konvergenciatartomany pedig a teljes szamegyenes.

mindenhol konvergens

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicid: hatvanysor 0sszegfliggvénye

hatvanysor esetén definialjuk az f fiiggvényt

a hatvanysor konvergencia tartomanyaban a kovetkezoképpen

Fx) =Y a, (Xx—x,)"

(Az f figgveny ertéke egy x helyen egyenlo a x rogzitésével kapott
szamsor osszegével.)

Az f fuggvényt a hatvanysor osszegfiiggvényeének nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények
Pelda

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

els0 néhany tagja és osszegfiiggvénye:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

els0 néhany részletosszege és osszegfuggvénye:

1.3 L8 04 02

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk



Val6s fuggvények

A termeészetes alapu exponencialis fuggveny

Definicio: exponencialis fuggveny

. X® X7 X
e 1+ X+—+—+—+...
21 31 4

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

A termeszetes alapu logaritmus nggvény

A természetes alapu exponencialis fiiggveny

inverze a termeészetes alapu logaritmusfiiggvény.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

Exponencialis fuggvéenyek

Ha aeR, a>0, akkor legyen
ax=exlna xR

xatha0<a<

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

A szinusz fuggveny

3 S 7

sin(x) =2 (-1~ — Wlsin ~ x4+ XX,

(2n+1)! 3 5 7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

D &

SINX~X——+—

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

A koszinusz fuggveny

Definicio

2Nn

- X
COS(X):;(_D i

X —>C0SX

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

A sin és cos fuggvények ,,nevezetes” értékei (1=180°)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

A trigonometrikus fluggveényekre vonatkozo
azonossagok

xty X-y 2x X/2

1—cosx
o)

i

SINX-COSY + COSX-SIy | SINX-COSY — COSX-smy | 2-SINX-COSX

1+ cosx
o)

i’

COSX-COSY — SINX-SINYy | COSX-COSY + SINX-siny | COs’X — sin’x

tex + tgy tex — tgy 2tgx 1—cosx
1-tgx-tgy 1+ tgx - tgy 1-tg’x S1n X

ctgx - ctgy — 1 ctgx - ctgy + 1 ctg’x -1 1+ cosx
ctgx + ctgy ctgy — ctgx 2ctgx SN X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

A trigonometrikus fluggveényekre vonatkozo
azonossagok

1

-

COos” X
X+y . X—V

SIN X — SINY = 2 COoS sin
’ 7 9

o, )
SIN“X + cos“x = 1 l+tgx =

X+y

4"'. y . x _|— X'T x - -\'r
COS COSX—COSY — 2s1n — COS
P 2 ) 2 P

COS X+ COs y = 2COos

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

A trigonometrikus fuggvenyek kapcsolata

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

A tangens és a kotangens fiiggvény

Definicio

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

A szinusz hiperbolikusz fliggvény

Definicio

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

A koszinusz hiperbolikusz fliggvény (Iéncggrbe)

Definicio

X > chx

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

A tangens hiperbolikusz és a
kotangens hiperbolikusz fuggveny

Definicio

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

A hiperbolikusz fuggvenyekre vonatkozo
azonossagok

X+y

X~y

2x

shx-chy + chx-shy

shx-chy — chx-shy

2-shx-chx

chx-chy + shx-shy

chx-chy — shx-shy

ch?x + sh?x

thx + thy
1+ thx - thy

thx — thy
1 —thx - thy

2thx
1+ th®x

cthx - cthy + 1
cthx + cthy

cthx - cthy — 1
cthx — cthy

cth’x+1
2cthx

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

A hiperbolikusz fuggvenyekre vonatkozo
azonossagok

arshx = lﬂ(?{ +4/x° +1 ) arshx = ln(:a{ +4/x% — 1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valés fiiggvények

Kapcsolat a hiperbolikusz fliggvények kézott

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

A hatvanyfuggvenyek

X—>Xx2 X—x3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

x—>x172

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Inverzfiiggvény (lasd a halmazok cimii fejezetben is)

A hatvany, az exponencialis, a trigonometrikus és a hiperbolikus
flggvények inverzei

Definicio: invertalhato fuggveny

Ha minden yeR,elemhez pontosan egy olyan xeD, elem létezik,
melyre f(x)=y, akkor az f fiiggvényt invertalhato fiiggvénynek
nevezzuk.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Az f(x) = 2%, D~=R fiiggvény
invertalhato

Az f(x) = x*, D~R fiiggvény Az f(x) = x%, D~[0,+o0]
nem invertalhato fliggvény invertalhato

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Definicio: inverzfiggveny

Ha f invertalhato fiiggvény, akkor azt a
g: R,— D;
fiiggvényt, melyre minden xeD, esetén fennall, hogy
go f(x)=x

az f fuggvény inverzfiiggveényeének nevezziik.

-

£-1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények
Pelda

f(x) = 2% f-1(x) = log,x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

Logaritmus fuggvények

Legyen 0<aeR, a#1.

Az x — log, x fiiggvény a valos x — a* exponencialis fiiggvény
inverze.

x—log.x, haa>1 x—> log.x,ha0<a<1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m

Kapcsolat fuggveny es inverze kézott

A definicio szerint

f-lof (x) =x fof 1(x) =x

azaz, ha egy fiiggvénybol és az inverzébol oOsszetett fiiggvényt
képezunk, akkor az identikus fiiggvényt kapjuk.

f(x)=2% f-1(x)=log,x

f-lof (x) =log ,2 X=x
fof -I(x) =2 1082 x=x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

Kapcsolat fliggvény és inverze kdzott

Fiiggvény és inverze esetén az értelmezési tartomanyok ¢s az

ertékkeészletek felcserélodnek:

f(x)=2x f-1(x)=log,x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Kapcsolat fuggveny es inverze kdzOtt

f és f -1 grafikonjai egymas tiikorképei az x—>x egyenesre
vonatkozoan

f és f ! monotonitasa azonos

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

Hatvanyfuggveny inverze

(neR, n#0)

;= [0,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények I B oI g

A trigonometrikus fluggvények inverze

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

X — sin X X — arcsin x -

X —>COS X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

X —>tg X X —> arctg X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

A hiperbolikusz fuggvenyek inverzei
x—>sh x x—arsh x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

x—>th x x—arth x

x— cth x x— arcth x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m

Polinomfuggvenyek

Definicio

A polinomok a valtozo nem negativ egész kitevos hatvanyainak
valos szamokkal képzett linearis kombinacioi

P(x) =a,+a,x+a,x*+a,x’+...+a x"

Polinom fokszama: n

Polinom foegyiitthatoja: m

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

A polinomok a ,legegyszerubben kezelheto” fiiggvények, ezért
sokszor célszeru bonyolultabb fiiggvényeket polinomokkal
kozeliteni

(lasd: interpoldcios polinomok, Taylor polinomok a
differencidlszamitasnal, kozelito integralas a Simpson formulaval, stb.)

A polinomok vizsgalataban a legalapvetobb feladat a zérushelyek
(gyokok) megkeresése, a gyoktényezos felbontas eloallitasa és az
elojelvizsgalat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

Tétel: gyoktenyezds felbontas

Minden (legalabb elso foku) polinom egyértelmien felbonthato
elsofoku és valos gyokkel nem rendelkezo masodfoku polinomok
szorzatara.

A felbontasban szereplo elsofoku tényezok a gyoktényezok,
melyek egy-egy gyokhoz tartoznak az alabbiak szerint:

X, pontosan akkor gyoke egy polinomnak, ha az (x-x,)
ogyoktényezo szerepel a felbontasban.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

|

P(x) =x4-18x>+32x - 15 =
= (x-3) - (x-1)*- (x+5)

gyokok: x, =3, x,=1,x,=-5

Elojelvizsgalat (lasd: folytonos fiiggvények
elojelvaltasa):

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Masodfoku polinom gyoktényezos felbontasa

A P(x)=a-x*+b-x+c masodfokia polinom gyokttényezos felbontasa
az a-x>tb-x+c=0 masodfoka polinomegyenlet megoldasaval
kaphato meg az alabbiak szerint:

1. eset: ha az egyenletnek két kilonbozo gyoke van:
X, €S X,, akkor

P(x) = a-x*+ b-x + ¢ = a-(x-x,)-(X-X,)
2. eset: ha az egyenletnek egy (pontosabban két egybeesd) gyoke
van: x,, akkor

P(x) = a-x’>+ b-x + ¢ = a-(x-x,)’

3. eset: ha az egyenletnek nincs gyoke, akkor a polinom nem
bonthato elsofoku polinomok szorzatara

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Masodfoku egyenlet megoldéképlete_

Az a-x’tb-x+c=0 masodfoku polinomegyenlet gyokeit adja a
kovetkezo formula

A b?-4ac kifejezés (diszkriminans) értékétol fiiggoen a masodfoku
polinomegyenletnek 0, 1, vagy 2 db gyoke van.

Megjegyzes

A harmad- ¢és a negyedfoku polinomegyenlethez van
megoldoképlet, de Iényegesen bonyolultabb a masodfokuaénal.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Megjegyzes _

Magasabb foku polinomok gyokeinek megkeresesére kiillonféle
modszerek vannak. Példaul: egy gyok ismeretében a megoldando

egyenlet fokszama eggyel csokkentheto a polinomosztas
alkalmazasaval.

Hatarozzuk meg a P(x) = x3-x?>-x+1 harmadfoku polinom gyokeit, ill.
a gyoktényezos felbontasat!

Ehhez az x3-x2-x+1=0 harmadfoku polinomegyenletet kell megoldani.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

Mivel x=1 gyoke a polinomnak a gyoktényezos felbontasukban
szerepel az (x-1) gyoktényezo, vagyis P felbontasa:

P(x) =(x-1)-Q(x)

ahol Q(x) egy masodfoku polinom, amit a

Q) =P(x)/ (x-1)

polinomosztassal tudunk meghatarozni:

(x*—x*—x+1):(x-1)=x2-1=Q(x)
() By
—-x+1

() =Zx+1
0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

gy a P polinom felbontasa:

Px)=(x-1)-Qx)=(x-1)-(x*-1)
A Q(x) = x?> — 1 masodfoki polinom tovabb bonthatd, igy a P
gyoktényezos felbontasa:

PX)=x-1)-x-1) - x+1)=x-1)2-(x+1)

A gyokok pedig:
x,= 1 (keétszeres gyok), a megfelelo gyoktényezo: (x — 1)
x,= -1 (egyszeres gyok), a megfelelo gyoktényezo: (x + 1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Interpolacio
(Lagrange-féle interpolacids polinomok)

Ha adott pontokra illesztink egy figgvényt meghatarozott
fiiggvényosztalybol, akkor interpolaciorodl beszéliink.

Interpolaciot alkalmazunk példaul, ha Kkét mennyiség
osszefiiggésének vizsgalatara végziink méréseket, ¢és egy
fiiggvenyosztalybol keresiink egy olyan fiiggvényt, mely a meéreési
eredményeknek megfelelo pontokon atmegy.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Tétel: Lagrange féle interpolacios polinomok

Ha adott n darab

(X15¥1)s oo » (Xpp¥,)

alappont ugy, hogy i#j = x;7x;, akkor pontosan egy olyan legfeljebb
(n-1)-edfoku L polinom létezik, mely illeszkedik mindegyik pontra.

Ezt a polinomot (n-1)-edfoku interpolacios polinomnak nevezziik.

Tétel: Lagrange féle interpolacios polinomok meghatarozasa

L(9 =Y v,0, 0 [N

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgveények

= SOHDE

gl(X):(x—l)(x—Z)(x—B):x —6X° +11X -6

(0-1)(0-2)(0-3) —6

) = (X=0)(Xx-2)(x - 3) X® —5X° + 6X
1-0)(1-2)(1-3) 2

) = (X-0)(Xx-D(x - 3) X —4x° +3X
(2-0)(2-1)(2-3) —2

g, (X

g5(X

(X-0)(x-1)(x-2) x°—3x*+2x 1!

94(X) —

(3-0)(3-1)(3-2) 6 e
I—(X) — ylgl(x) +¥Y,0, (X) + ysgs(x) +¥Y.0, (X) = ﬁ

X3 —6x%+11x -6 X3 —5Xx% + 6X X3 —4x? +3x X3 —3x?% +2x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

.x3—6x2+11x—6+3.x3—5x2+6x+1‘x3—4x2+3x+3.x3—3x2+2x
-6 2

A megadott pontokra illeszkedo
harmadfoku polinom:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Valos egyutthatos polinomegyenletek komplex gyokei

Szamos probléma megoldasa modszere épul polinomok gyokeinek
meghatarozasara. E modszerek jelentos részében a komplex gyokok is
szolgaltatnak eredményt akkor is, ha az adott problémanak csak a valos
megoldasait keressiik.

Ilyen esettel talalkozhatunk példaul a linearis differencialegyenletek
megoldasakor.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Definicio

A racionalis tortfuggvények a két polinom hanyadosaként eloallo
fliggvények

Racionalis tortfUggvények

CP(x) ax"+a, X" +..+ax+a,
Q(x) b x*+b x*'+..+bx+b,

f(x)

Megjegyzés: szakadasi helyek

A Q polinom zérushelyeinél az f racionalis tortfuggvények
szakadasa van, mely kétféle lehet: hézagpont, vagy polus (lasd a
folytonossag c. részt).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m

Példa: racionalis tortflggvény, szakadasi helyek

x> —4x%+3x  X(x-1)(x-3)

Fx) = X° —X° X (x -1)

A nevezo gyoktényezos felbontasabol lathato, hogy az f fiiggvénynek
az x=(0 és az x=1 helyeken van szakadasa.

A tort ,,egyszerusitésével” a kovetkezo fiiggvény adodik:

Vegyuk észre, hogy az f és az f* fiiggvények kozott csupan annyi a
kiilonbség, hogy az f* értelmezve van az x=1 helyen, mig az f nincs.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

X(X—=1)(x—3)
X (x -1)

f(x)=

Az f fiiggvénynek az x=1 helyen hézagpontja van, itt az f* fuggvény
értelmezve van (es folytonos), mig az x=0 helyen polusa van, itt az f*
fiiggveny sincs értelmezve.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények 66

Az, hogy egy f racionalis tortfuggvénynek az x, szakadasi helyén
hézagpontja vagy polusa van attol fiigg, hogy a leegyszerusitéssel
nyert f* fiiggvény nevezojében megmarad-e az (x-x,) gyoktényezo:

ha nem marad meg (vagyis, ha az f* fiiggvény mar folytonos lesz az
X, helyen), akkor f-nek az adott helyen heézagpontja van (ezt a
folytonossag temakorben megsziintetheto szakadasnak fogjuk nevezni)

ha megmarad (vagyis, ha az f* fiiggvénynek is szakadasi helye x,),
akkor f-nek az adott helyen polusa van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g

paros polus paratlan polus
ha a gyoktényez6 az f* fiiggvény ha a gyoktényez6 az f* fiiggvény

nevezojében paros hatvanyon marad | | nevezéjében paratlan hatvanyon marad

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények 6 | B oI g

Az abszolut érték fliggvény és az eljel fliggvény

1,hax >0
sgn(x) =4 0,hax=0
—1,hax <0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek n

A valos fuggvenyek nehany tulajdonsaga

Az ebben a részben szerepl6 fuggvények értelmezési tartomanya
legyen R egy tetszoleges részhalmaza.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek
Definicio: zérushely

Az f:D—R fiiggvénynek zérushelye van az
x,€D helyen, ha f(x ) = 0.

Megjegyzes

A matematikai problémak jelentos része visszavezetheto
fliggvény zérushelyeinek megkeresésére (egyenlet
megoldasara).

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Definicio: korlatossag

Az f:D—>R fiiggvény feliilrol /[alulrol]
korlatos, ha az eértékkészlete feliilrol
[alulrol] korlatos halmaz.

Definicio: korlat

Az értékkészlet felso korlatja / pontos felso korlatja (sup) / also
korlatja / pontos also korlatja (inf) a figgvény ugyanolyan jellegu
korlatja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicio: monotonitas

 monoton novekvo
monoton csokkeno
szigoruan monoton novekvo
| szigoruan monoton csokkeno

Az f:D—R fiiggvény |

S

)

( \
<
h D, x, < { = | f
aax,x,eD, x <x,= f(x) { < (x,).
>
\ )
szigoruan monoton novekvo fiiggvény szigoruan monoton csokkeno fiiggvény

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények
Pelda

A fogyasztasi fiiggvény tipikusan novekvo fiuggvény, hiszen
nagyobb jovedelem altalaban nagyobb fogyasztasi Kkiadast
eredményez.

fogyasztasi kiadas -

jivedelem

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicio: széls6erték (maximum, minimum)

Az f:D—R fiiggvénynek maximuma [minimumaj van az x D
helyen, ha f(x) az f értékkészletének legnagyobb [legkisebb] eleme.

a maximum értéke helyl maximum

a minimum értéke
a maximum helye i
a minimum helye helyi minimum

Definicio: helyi (lokalis) szélsbérték

Az f:D—>R fiiggvénynek helyi maximuma [minimumal van az
x,€D helyen, ha x,-nak van olyan U kornyezete, melyben az f
fliggvénynek maximuma /minimumaj van az x; helyen.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

Egy sebesség-ido fiiggvény: a sebesség 3s-ig
novekszik, itt eléri a maximumat (12 m/s),
utana csokken.

Megjegyzes

Szemléletesen fogalmazva: a helyi szélsoérték-helyek a fuggvény
kiilonb0z6 monotonitasu szakaszait valasztjak el egymastol.

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicio: konvexitas

Az f:I->R fiiggvény konvex [konkdv], ha az I intervallum barmely
két u<v eleme esetén az (u.f(u)) és a (v.f(v)) pontokat osszekoto
szakasz (hur) az f fuggvény felett [alatt] halad.

konvex
konkav konkav

Definicio: inflexio

Az f:D—R fiiggvénynek az xeD helyen az inflexios pontja van, ha
van az x-nek olyan |x-g,x+¢| kornyezete, hogy az f fiiggvénynek az
|x-€,x] intervallumon konvex [konkdv], mig az [x,xt+g|
intervallumon konkav [konvex].

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Példa

A fogyasztasi fiiggvény tipikusan konkav, mivel a jovedelem
novekedése esetén a fogyasztasi kiadasok egyre kisebb mértékben
novekednek, azaz a novekedés uteme csokken.

fogyasztasi laadas -

jivedelem

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Definicio: paritas

Legyen a DcR halmaz szimmetrikus az origéora. Az f:D—HR
fliggvény paros [paratlan], ha barmely xeD esetén f(-x) = f(x)
[/(-x) =-/(x) ].

Megjegyzés

A paros fiuggvények grafikonja tengelyesen szimmetrikus a
Hiluggoleges” tengelyre, a paratlan fiiggvéenyek grafikonja
kozéppontosan szimmetrikus az origora.

Példa

A trigonometrikus fiiggvények koziil a sin, tg, ctg fiiggvények
paratlanok, a cos fuiggvény paros.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Definicio: periddus

Az f:R—R fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha van olyan pozitiv
p szam, melyre teljesiil, hogy barmely xeR esetén f(x+p)=f(x).

xtp xtp

Ha az f fiiggveny periodikus, akkor végtelen sok megfelelo p érték
van. A definicioban meghatarozott tulajdonsagu p értékek
halmazanak van legkisebb eleme, akkor ezt a szamot az f fliggvény
periodusanak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m
Példa

A trigonometrikus fiiggvények periodikusak.

A sin és a cos fiuggvények periodusa 27w, a tg és a ctg fiiggvények
periodusa .

(Pontonkénti) mliveletek R—R fuggvényekkel

Definicio: osszeadas

Az f:D->R és a g:D—>R fiiggvények
osszege az az (f+g):D—R fiiggvény,
melyre:

(f+g)(x)=1(x)+g(x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Hasonloan  értelmezziik a masik harom  (pontonkeénti)
alapmuveletet is:

Definiciok: kivonas, szorzas, osztas

Az f:D—>R és a g:D—R fiiggvények kiilonbsége, szorzata, hanyadosa:

(f-g)x)=f(x)-g(x),xeD
(f-g)(x)=1f(x)-g(x),xeD
(f/g)(x)=f(x)/g(x),xeD (ha0gR))

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények
Definicio: folytonossag

Az f:[a,b]>R; fiiggvény folytonos az x,c[a,b] helyen, ha
barmely (x,):N-D;,
X, —> X,
sorozat esetén az f(x ):N—>R; sorozatra fennall, hogy
f(x,)—>t(xp).

Az f(x)=x* fiiggvény folytonos az x,=3
helyen, mert ha
x,—3,
akkor
f(x,)=(x,)* > 9=1(3)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Megjegyzés _

A folytonossag pontbeli tulajdonsag.

Definicio: jobb oldali folytonossag

Az f:]la,b[>R fiiggvény jobbrdl folytonos az
x,€]a,b[ helyen, ha az f fiiggvény [x,,b]
intervallumra valo lesziikitese folytonos az x
helyen.

Definicio: bal oldali folytonossag

Az f:]la,b[>R fiiggvény balrol folytonos az
xo€]a,b[ helyen, ha az f figgvény ]ax]
intervallumra valo lesziikitése folytonos az x,
helyen.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m
Tétel

Az f:]a,b[—>R fiiggvény folytonos az x,€]a,b[ helyen < f balrol és
jobbrol is folytonos az x, helyen.

Ez a fuggvény mindenhol folytonos balrol,de a 0,1,2 és a3
helyeken nem folytonos jobbrol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicio: intervallumon folytonos fuggveny

Az f:I->R fiiggvény folytonos az I intervallumon, ha folytonos az I
minden pontjaban.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények m

Intervallumon folytonos fiiggvények néhany tulajdonsaga

Ha az f:[a,b] >R fiiggvény folytonos [a,b]-n, akkor az értékkészlet
barmely c,deR,, c<d elemei esetén a [c,d] < R;.

Vagyis: intervallumon folytonos fiiggvény bdarmely két értéke kozotti
értekek mindegyikét felveszi.

d
C
a
Kovetkezmeny b

Ha a fenti feltételek mellett az f(a) és az f(b) fuiggvényértékek elojele
killonb6zo, akkor az f figgvénynek van zérushelye az intervallum
belsejében.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Zart [nyilt] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény képe
zart [nyilt] intervallum.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények

Zart intervallumon folytonos fiiggvények néhany tulajdonsaga

Ha az f:[a,b]>R fiiggvény
folytonos, akkor van maximuma
¢s van minimuma.

Nyilt intervallumon folytonos fiiggvény nem feltétlenil Kkorlatos,
illetve ha Kkorlatos, akkor sincs feltetleniil maximuma, illetve
minimuma.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek m

Valos fuggvények

hatarértek-szamitasa

Az ebben a részben szerepl6 fuggvények értelmezési tartomanya legyen
R egy tetszdleges részhalmaza.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények 00 |
Megjegyzés

Mig a szamsorozatok esetén a hatarérték csak egyféleképpen
értheto (n—0), addig egy fiiggveny hatarértéke az értelmezesi
tartomany barmely torlodasi pontjaban megkérdezheto.

MENNYI

AcR| -0 |+

O - | 2 | 2 | 7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Valos fuggvenyek

Példa: fuggvény meredeksége

Hatarozzuk meg, hogy ...

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Definicio: hatarérték valés helyen (,végesben”)

Legyen We R U {-o0, +0 }.
Az f:D—R fiiggvény D, értelmezési tartomanyanak x, torlodasi
pontjaban az f fiiggvény hatarértéke W, ha barmely (x )cD;, x #a
sorozat esetén, melyre
X, > X,
fennall, hogy
f(x,)>W

lim f(x) =W
X—Xq

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos fuggvenyek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Tétel: hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Az f:[a,b] >R fiiggvény pontosan akkor folytonos az x,e[a,b]
helyen, ha f-nek létezik hatarerteke az x, helyen, és az egyenlo az
f(x,) fiiggvenyertekkel:

lim £ (x) = f(x,)

limx% =9

X—3

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények 28
Megjegyzes

Az X, helyen vett hatarérték definiciojaban nincs szo a fiiggvény
x, helyen felvett ertekerol.

Példa: hatarerték hézagpontban

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valos figgvények

Definicio: bal oldali hatarérték

Legyen We R U {-o0, +0 }.
Az f:D—>R fiiggvény D; értelmezési tartomanyanak a torlodasi
pontjaban az f fiiggvény bal oldali hatarértéke W, ha barmely
(x,)c=D,, x,<a (neN) sorozat esetén, melyre

X, —>a
fennall, hogy

lim f(x) =W
x—a—0

lim x? =9

Xx—>3-0

f(x,)>W

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: jobb oldali hatarérték

Legyen We R U {-o0, +0 }.
Az f:D—>R fiiggvény D; értelmezési tartomanyanak a torlodasi
pontjaban az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke W, ha barmely
(x,)cD,, x >a (neN) sorozat esetén, melyre
X, — a
fennall, hogy
f(x,)>W

im £(x) = W
Xx—a+0

lim x2=9

Xx—>3+0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények IEN
Példak

lim f(x) =0

lim f(x) =2 lim f(x)=7/8

lim f(x)=4/8

X—>0+0 X—2+0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Val6s fuggvények IEN

Definicio: hataréerték +oo-ben

Legyen We R U {-00, +00 }.
Az f:]a,+o|—>R fiiggvénynek a +oo-beli hatarértéke W, ha barmely
(x,)]a,too| sorozat esetén, melyre
X, —> 100
fennall, hogy
f(x,) > W

Jelolés

lim f(x) =W

X—>+00

- Tt
lim arctgx = —

X—>—+00

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Valos fuggvenyek

100

X1X KS K4X5
—_— B
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Definicio; hataréerték -oo -ben

Legyen We R U {-o0, +0 }.
Az f:]-0,b[ >R fiiggvény +oo-beli hatarértéke W, ha barmely (x )c]-
oo,b[ sorozat esetén, melyre
X, —> =00
fennall, hogy
f(x,)>W

Jelolés

limf(x) =W

Iime* =0

X —>—00

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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1 4 1 4 1 4 1 4 144

Tétel: hatarertéek és a mlveletek kapcsolata

Ha aeR az f és a g fiiggvények értelmezési tartomanyanak
egyarant torlodasi pontja, tovabba

lImf(x) = A Iimg(x) =B
X—a X—a
A,B,ceR, akkor

lim(f +9)(x) = A+B lim(f-g)(x) = A-B

limc-f(x)=c-A

X—a

tovabba ha még g(x) #0 (xeD,) és B #0 is
fennall, akkor

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Megjegyzes

Ha keét (véges, vagy végtelen) hatarértékkel rendelkezo fiiggvény
kozott muveletet végzink, de nem teljesiilnek az elozo tétel
feltetelei, példaul azért, mert legalabb az egyik fiiggveny
hatarértéke vegtelen, vagy két 0 hatarértéku figgvényt osztottunk
el, akkor elofordulhat az is, hogy pusztan a hatarértékek alapjan
meg lehet allapitani az uj fiiggvény hatarertéket, de az is, hogy ez
nem lehetséges (ha van egyaltalan hatarérték). Az utobbi eseteket
szokas hatarozatlan alaku hatarérték-feladatnak nevezni.

A Kkovetkezo tablazatban ? jeloli a hatarozatlan eseteket. A ! jel
arra utal, hogy elojelvizsgalattal a hatarérték megallapithato. A
tobbi esetben a hatarérték szerepel.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Tovabbi hatarozatlan formak

Ha ||mf(X)=O és IImg(X):O akkor a
X—a X—a

hatarérték-feladat hatarozatlan.

e [ Im T (X) =0 limg(x)=0
X—a X—a

vagy |imf(X)=1 és Iimg(x):+oo
X—a X—a

vagy !('Ea‘f (X) = +oo S !('LQ g(x)=0

- 9(x)
akkor a !('_'L‘(f (X)) hatarérték-feladat hatarozatlan.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Definicio: megszintethetd szakadas

Az f:]a,x,[U]xy,b[—R fiiggvénynek megsziintethetd szakadasa van
az x,€]a,b[ helyen, ha létezik a

lim f(x) = A

hatarérték, tovabba a
f(x),hax =X,
g(x) = {

A ,hax=Xx,

fiiggveény folytonos x,-ban.

Ezeknek a fiuggvényeknek
megszuntetheto szakadasa van:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példak

Az alabbi figgvenyek szakadasai nem megsziintetheto szakadasok:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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Példak ‘

Racionalis tortfuggvények hatarértékeének Kiszamitasa -co-ben és +oo-ben:

T VI
x>+ 4X° +10X — 2

X—>+0 — X—>+00 2
X+ 2 14 %
X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Valds fliggvények B oI g
Példak _

Racionalis tortfuggvények hatarértékének kiszamitasa valos helyen:

Ilm—:
x—>2 X% +2X —15

(Az x=2 helyen folytonos a figgvény.)

X3 —3x° 4
-

nm‘—BX—lim—‘:lim _2
x>3 X +2X—-15 x=>3(X+5)(x-3) x>3x+5 8

x> —3x°
lim ——
x—>-5-0 X% 4 2X — 15

Im ———
x—>-5+0 X% + 2% —15 x—>—5+0x_|_5

(Az x=-5 helyen pdélusa van a figgvénynek.)
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Példak

4x* +2x+1 5
S(X—E)
3

(x+1)(x-1)* i X+ D(X=1)

v ANV L v 1O\ 2 0
L (X=1)(X"+X+2) 1 X" +X+2
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