NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

Egyvaltozos fuggvények

differencialszamitasa

Ebben a részben | egy tetszoleges, pozitiv hosszusagu,
intervallumot jelol.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Bevezet6 pelda: a sebesség meghatarozasa az ut-ido
fuggveny ismeretében (egyenes vonalu mozgas)

Atlagsebesség

Ha a mozgo pont At (>0) ido alatt As utat tesz meg, akkor az adott
idointervallumra vonatkozo atlagsebessége

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Pillanatnyi sebesség egyenletes mozogas eseten

Egyenletes mozgas esetén a sebesség allando.
Az atlagsebesség barmely idointervallumra vonatkozoan ugyanannyi.

A pillanatnyi sebesség minden pillanatban megegyezik az
atlagsebesseggel.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozds fliggvények differencialszamitasa 4

Pillanatnyi sebesseég nem egyenletes mozgas esetén

A pillanatnyi sebesség az atlagsebesség hatarértéke, mikozben az
idointervallum hossza (At) nullahoz tart:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOMTATASRA!

Definicio: differenciahanyados fuggveny

Az f:I->R fiiggvény x,<I helyhez
tartozo differenciahanyados
fliggvénye:

| F0—f(x,)

X

X —X,

Geometriai jelentés: rogzitett x esetén a differencia-hanyados
fiiggvény az (x,,f(x,)) és az (x,f(x)) fiiggvénypontokat osszekoto szelo
meredekségét adja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa n

Definicio: differencialhanyados

Ha az f:I>R fiiggvény x,€l helyhez tartozoé differenciahanyados
fuggvényének az x, helyen létezik véges hatarerteke, akkor azt
mondjuk, hogy f differencialhato az x, helyen, a hatarértéket pedig
az f fuggvény x, helyen vett differencialhanyadosanak nevezziik.

) = tim 1)~ F(50)

X—X X — XO

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

f!(XO) — llm f(X)_f(XO)

X—)XO X —_ XO

f'(x,)= lim f(x, +Ax)—1(x,)

AX—X, AX

f(x)—1(xy)—1'(xy) (x— Xo) =0

lim

Ax—0 X — XO

i Af —17(x,)-Ax _

Ax—0 AX

0




Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa n

A differencialhanyados fizikai jelentése—:
valtozasi gyorsasag

A kovetkezo példak azt mutatjak, hogy két mennyiségek kapcsolatat
megado fiiggvény differencialhanyadosanak fontos fizikai jelentése
van.

Megjegyzes

Ha egy fizikai mennyiség idotol valo fiiggését vizsgaljuk, akkor a
differencialhanyadost vesszo helyett altalaban ponttal jeloljik. A
t—x(t) fuggvény differencialhanyadosanak jelolése a t, helyen:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa n

Sebesseg egyenletes mozgas eseten

Ha egy test egyenletesen (vagyis allando sebességgel) mozog, akkor a
sebességének nagysaga egyenlo a tos(t) (at-ido) fuggvény
meredekségével.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Pillanatnyi sebesség nem egyenletes mozgas esetén

Mennyi a sebesség nagysaga egy adott pillanatban, ha a t—s(t)
fiiggvény grafikonja nem egyenes?

A  pillanatnyi sebesség a t—s(t)
fliggvény differencialhanyadosa
(meredeksege).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Teljesitmeny egyenletes energialeadas esetéen

Ha egy rendszer egyenletesen (allando teljesitménnyel) ad le
energiat, akkor a teljesitmény egyenlo a t—E(t) (energia-ido)
fiiggvény meredekségével.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Pillanatnyi teljesitmeny nem egyenletes energialeadas eseten

Mennyi a teljesitmény egy adott pillanatban, ha a t—>E(t) fiiggvény
grafikonja nem egyenes?

A pillanatnyi teljesitmény a t—>E(t)
fliggvény differencialhanyadosa
(meredeksége).

P(to) — E(to)

dE . AE
P(tO) :a(to) P(to) —i}LI})Tt

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Aramerésség egyenletes tdltésaramlas esetén

Ha egy vezeto egy Kkeresztmetszetén egyenletesen (allando
aramerosséggel) aramlik at toltés, akkor az aramerosség egyenlo a
t—Q(t) fuggvény meredekségével.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Pillanatnyi aramer6sseg nem egyenletes toltesaramlas eseten

Mennyi az aramerosség egy adott pillanatban, ha a t—>Q(t)
fiiggvény grafikonja nem egyenes?

A pillanatnyi aramerosség a t—>Q(t)
fliggvény differencialhanyadosa
(meredeksége).

I(t,) = Q(t,)

dQ

I(to) = E(to)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

A fenti példakban kozos, hogy mindegyikben két mennyiség
megvaltozasa kozti pillanatnyi kapcsolatot keressiik:

az egyik mennyiség egységnyi megvaltozasa egy masik
mennyiség mekkora megvaltozasat eredményezi,

vagyis, hogy mennyi a VALTOZASI GYORSASAG pillanatnyi
értéke?

A vialasz minden esetben a DIFFERENCIALHANYADOS.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitéasa

Megjegyzések

1. A differencialhatosag pontbeli tulajdonsag.

2. A differencialhanyados geometriai jelentése:
az érint0 meredeksége

Valojaban helyesebb a kovetkezoképpen fogalmazni:

ha az f figgveny x, helyen differencialhato, akkor

az ( x,, f(x,) ) ponton atmeno, f’ (x,) iranytangensu
(meredekségil) egyenest

az f fuggveény x, pontbeli érintojenek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdk



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

3. Beszélhetiink  kiillon  bal  illetve  jobb oldali
differencialhatosagrol is, amennyiben a differencia-hanyados
fiiggvény hatarértékének létezését csak egy oldalrol vizsgaljuk.

4. Ahol egy fiiggveény differencialhato, ott folytonos is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Példa: a differencialnanyados kiszamitasa

2 . 2 .
i X 3 —1im (x —-3)(x+3)
x=>3 x —13 X—3 X — 3 x—3

= lim(x +3) = 6

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Példa: egy pontban nem differencialhato fuggvény

f nem differencialhato
az X,=0 helyen

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Példa: egy pontban nem differencialhato fuggvény

f nem differencialhato
az X,=0 helyen

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Definicio: derivalt fUiggvény

A g:I->R fiiggvényt az f:I->R fiiggvény derivalt fiiggvényének
nevezziik, ha az I intervallum barmely x, pontjaban f’ (x)) = g (x,).
Jelolés: g =1’

A derivalt fiiggveny értékei tehat mindenhol az eredeti fiiggvény
differencialhanyadosat adjak.

A derivalt fuggvény meghatarozasat szokas derivalasnak nevezni.
Megjegyzes

A derivalt fuggvény nem feltétleniil folytonos. Ha egy fiiggvény
derivaltja folytonos, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény
folytonosan differencialhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Példa: a derivalt figgvény meghatarozasa

2 2
X" =X,

lim = lim 37X+ X,)

= lim(x +x,) = 2Xx,

X—X

£(3):2.3:6
dx

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Néhany elemi fuggveny derivalt nggvé—nye

Konstans fuggveények
ISEEl f(x) =c, ceR

Indoklas:

akkor f°’x)=0

Megjegyzes

A Kkonstans fuggvény érintoje barmely pontban egybeesik a
fiiggvény grafikonjaval. Igy az érint6é mindenhol ,,vizszintes”,

azaz (0 meredekségu, ezért a derivalt fiiggvény a konstans 0
fuggvény.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Exponencialis fuggvenyek

f(x) = a¥%, 0<aeR —3 f ’(x) = aX-Ina

Indoklas:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Hatvanyfuggvenyek

TRy -

Indoklas, amennyiben n pozitiv egeész:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Szinusz fuggveny

100~ sin « RN 0 - cos

Indoklas:

2 -COS
lim —lim—2 2 _im cos

X—)XO X —_ XO X—)XO X—)XO

sin X —sin X,

X+X,

Az elemei fiiggvények derivaltjainak tablazata megtaldalhato barmely, a
diferencialszamitassal foglalkozo miiben, példaul a Matematikai
Feladatgyiijtemény III. c. segédlet végen is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOMTATASRA!

C-X

ex

In x

sh x

ch x

th x

cth x

arcsin x

arsh x

arccos X

arch x

arctg x

arth x

arcctg x

arcth x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Fizikai példa derivalt fuggveényre:
sebessegfuggveény

Korabban lattuk, hogy a pillanatnyi sebesség
a t—s(t) fiiggveény differencialhanyadosa.

Ebbol kovetkezik, hogy a t—s(t) at-ido fiiggvény derivalt fuggvénye
a tov(t) sebesseg-ido fuggvény.

Példa: harmonikus rezgédmozgas

y(t) = A-sin(ot)

v(t) = A® -cos(mt)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

A differencialas €s az alapmuUveletek kapcsolata

Tétel: 0sszeg fuggveény differencialasa

Ha az f:I >R és a g:1 >R fiiggvények differencialhatok az x helyen,
akkor az

f+g
fiiggveny is differencialhato az x helyen és

(f+2)(x)='(x) +g(x)

!

1 -1

(X8+4X+\/;) X2] =8-x7+4"-ln4+5-x 2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitéasa

Indoklas:

(f+g)'(x,)=lim ) +g(x)) —(H(x) +8(Xp)) _

X—)XO X —_ XO

— lim f(X)_f(XO) + lim g(X)_g(XO) _ fv(XO)_I_gv(XO)

X—>X X — XO X—>X X — XO




Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tétel: fuggvény konstansszorosanak differencialasa

Ha az f:I>R fiiggvény differencialhaté az x helyen és ceR, akkor a
c-f
fiiggveény is differencialhatok az x helyen és

(c-F)/(x) = c-'(x)

!

7-(sinx) =7-cosx

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

Indoklas:
vy 1o CD)X) = (e-1)(xy) _
(c-1) (Xo)—}}g}g() —

—c. limM:c-f'(xo)




Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

(f+g)(x)=f'(x) £g'(x)

(c-£)'(x)=c-f'(x)

(5-X8—3-sinx+7-4x+ X—15-X+6)

/ '

=(5°X8) —(3-sinx),+(7-4x) +] x?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tétel: szorzat fuggveny differencialasa

Ha az f:I>R és a g:I >R fiiggvények differencialhatok az x helyen,
akkor az

f-g
fliggvény is differencialhato az x helyen és

(f-2)'(x) =1'(x) g(x) +f(x) g'(x)

/ / /

(Inx-tgx) =(Inx) -tgx +Inx-(tgx) =

1 1

=—-tgx+Ilnx-———

X COS X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Indoklas:

(£-g)(x,) = lim OV 80N = (F(x)-8(Xo)) _

o F00-800 (0 g(%y) + (0 8(%) ~F(X) - 8(x,) _

X—>X) X — XO

f(x)—1(x)

g(x)—g(x,) _

X=X X — XO X=X X=X X — XO

=1'(x) - 8(xy) +1(x() - g'(X,)

= g(x,)- lim + Iim f(x)- lim

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tétel: tortflggveny differencialasa

Ha az f:I>R és a g:I>R fiiggvények differencialhatéoak az x
helyen és g(x) # 0, ha xel, akkor az

f/g
fliggvény is differencialhato az x helyen és

/

0=
g

f'(x)-g(x) —f(x)-g'(x)

g’ (x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

!

(E) (x) = w
g g (x)

/

B (3—cosx) -(5-6X +tgx—l)—(?v—cosx)-(S-eX +tgx—1) B

(5 -e” +1tgx —1)2

2

sinx-(S-eX +tgx—1)—(3—cosx)-(5.ex + I j
- U eesx)

(5 e +tgx —1)2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tetel: az O0sszetett fuggvenyek differencialasa (lanc-szabaly)

Ha a g:1->J figgvény differencialhato az x helyen, tovabba az
f:J>R fiiggvény differencialhaté az g(x) helyen, akkor az
fog:I>R osszetett fiiggvény is differencialhaté az x helyen és

(fog)(x)=("og)(x) g'(x)

vagy masképpen irva:

[f(e(x)] =f'(g(x))-g'(x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitéasa

[f(2(x))] =f'(g(x))-g'(x)

/ /

(sin(x2 + 3X)) = cos(x” +3x)e (X2 + 3X) =

=cos(x” +3x) e (2x +3)

derivalasi séma, amikor 4

a kilsé fuggvény (Sin(g))’ — COS(g) ¢ (g)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozoés fliggvények differencialszamitasa

[f(2(x)] =f'(g(x)) g'(x)

—3x%-4/3-x —(1—x3)%(3—x)‘% (-1
3—Xx

/

5] () = 1160809 =1 -¢/()
g (x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencidlszamitasa 41
I(g f'@-g f(g)

g" (]li-l) n,gn-l . g! \/g

a8 ag-lna-g'

el

&

COs g

tgg

n
Ha |
X
(7))}
(<))
>
(@)
()]
X

14

ctgg

r

ema

arcsin g

arccos g

fuggvények esetén

derivalasi s

arctg g

arcctg g

A diakon me l+g l-g aték fel!




Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Definicié: differencial :

Ha az f:I>R fiiggvény differencialhato az x; helyen, akkor az

(%) (x —X,) =1'(x,)-Ax

erteket az f figgvény x, helyen vett, Ax eltéreshez tartozo
differencialjanak nevezzik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Hatarozzuk meg az f fiiggvény Ax-hez tartozé_differenciéljz’lt
az X, helyen!

f(x) = tg(3x-6), x,=2, Ax=0,2

f(xo)=1(2)=0

3

)= cos’(3x —6)

A differencialhanyados az x,=2 helyen:

£(xo)=f *(2)=3

A differencial:

£°(xo)-Ax = £°(2)-Ax = 3-0,2 = 0,6

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m

Definicio: érinté

Ha az f:I>R fiiggvény differencialhato az x; helyen, akkor az
x,-beli érintoje:

e(x) = F(x) +£'(x,) - (x ~X,)

Megjegyzeés

Az érinto formulaja konnyen értheto az alabbiak alapjan:

1. az (x,y,) pontokon atmeno, m meredeksegi egyenes egyenlete:
Y = Yo + m(x-X,)

2. az érint6 egyenes atmegy az (X,,f(x,)) ponton, meredeksége
pedig: f’°(x,).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Hatarozzuk meg az f fiiggveny érintojét az x,, helyen!

f(x) = tg(3x-6), x,=2

f(xo)=1(2)=0

t7(x0)=1"(2)=3
Az érinto:

e(x) = F(X,) +'(x,) - (X~ X,)

e(x)= f(xo)H *(Xo)-(x-X,) = 0+3-(x-2) = 3x-6

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m

Definicio: linearis kozelités

Ha az f:I>R fiiggvény differencialhato az x, helyen, akkor f-nek
az x,-beli linearis kozelitésén a kovetkezot értjuk:

f(x) = e(x) = f(x,) +F'(x,)-(x =X%,)

A linearis kozelités az érintovel valo kozelitést jelenti.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Definicio: linearis kozelités

A linearis kozelités masképpen ugy is megfogalmazhato, hogy a
fliggvény megvaltozasat a differenciallal kozelitjuk:

£(x)—F(x,) = £'(x,) - (x —X,) = '(x,) - Ax

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa m

Hatarozzuk meg a f{(2.2) fiuggvényértéket kozelitoleg a
fuggveény x,=2 helyen vett linearis kozelitesével!

f(x) = tg(3x-6), x,=2, Ax=0,2
f(x)=1(2)=0
f(xo)=t’(2)=3

e(x) = t(xo) 1 "(Xy)-(x-X4) = 3(x-2)

f(2.2) ~ e(2.2) = 3-(2.2-2) =302 = 0.6

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m

Tétel: fuggvények inverzenek differencialhanyadosa

Ha az f:1>J fuggvény
e szigoruan monoton az I intervallumon
e folytonos az I intervallumon

» differencialhato az xel helyen és £’ (x) # 0
akkor az f ‘linverz fiiggvény differencialhaté az f(x) helyen és

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

f(x) = 2% f2) =4

f-1(x) =log,x |f-1(4)=2

Az el0zo tétel szerint osszefiiggés van az f fiiggvény 2 helyen vett és
az f! fiiggvény 4 helyen vett differencialhanyadosa (meredeksége
kozott)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

f(x) = 25
£(x) = 2%In2

£°(2) = 4-In2

2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Elemi fuggveény inverzének derivalt nggvé—nye

Az inverzfuggvény differencialhanyadosara vonatkozo formulaval
egy fuggvény derivaltjanak ismeretében meghatarozhato az
inverzfuggvény derivaltja. Példaul:

logaritmus fuggvény

’ 1 1

| - s s
(Oga X) alogax ‘lna X-lna

arcsin fuggveny

/

(arcsin x) =

1 1 1
cos(arcsinX)  /1—sgin’(arcsinx) v1—x>

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Magasabb rendl derivaltak

Ha az f:I>R fiiggvény differencialhato6 az I intervallumon, tovabba
a derivalt fiiggvénye differencialhato az x,cl helyen, akkor azt
mondjuk, hogy f kétszer differencialhato x,-ban. Jeloles:

(£) (x,) = £"(x,)

Ha az fI->R fiiggvény (k-1)-szer differencialhaté az
I intervallumon (k pozitiv egész), tovabba a (k-1)-edik derivalt
fiiggvénye differencialhato az x,<I helyen, akkor azt mondjuk, hogy
f k-szor differencialhato x,-ban.

Jelolés:

() (x) = £ (x,)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

Differencialhato fuggvenyek
nehany lokalis jellemzoje

NEM NYOMTATASRA!
ey

A normalis egyenes egyenlete

normalis

A tangens szakasz hossza

ol R GLCS)

f'(x,)

A normalis szakasz hossza Szubnormalis

N =f(x,)- 1-|-(f'(XO))2 Sy :‘f(X0)°f’(Xo)‘

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozés fiiggvények differencialszamitasa
Kétszer differencialhato fliggvények néhany lokalis jellemzéje

Definicio: gorbulet "
(x,)

g=—— 3

1+ )P )

Egyenes gorbiilete (barmely pontjaban) 0.

Megjegyzes

Egy R sugaru kor gorbiiletétnek nagysaga (a kor barmely
pontjaban) 1/R.

Definicio: simulokor

Egy Kketszer differencialhato fiiggvény simulokore adott
fiiggvénypontban az a kor, amely illeszkedik a fiuggvénypontra,
ebben a pontban a fiiggvénnyel kozos az  érintoje, tovabba a
pontbeli gorbiiletiik is egyenlo.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Kétszer differencialhato fuggvenyek néhany Iokéiis jellemzdje

Simuldkor

(X-u)? + (y-v)> = R?

ahol

é;‘intﬁ

normalis

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Differencialhaté fuggvenyek kozelitése polihgmmal

Definicio: Taylor polinomok

Legyen aeR, 0<reR, n pozitiv egész.

Ha az f:]a-r,atr[>R fiiggvény n-szer differencialhaté6 az
]a-r,a+r| intervallumon, akkor a

f ”(a) £ (a)

na (X)=1(a)+

(X — a)+ A+ —

(x—-a)’

polinomot az f fuggvény a  alapponthoz  tartozo
n-edfoka Taylor polinomjanak nevezziik.

Megjegyzes

Az elsofoku Taylor polinom azonos az érintovel.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Hatarozzuk meg a sin fiiggvény Taylor poliliomjait az a=0
helyen az elsofokutol az otodfokuig!

f(a)=1(0)=sin0=0
f'(a)=1'(0)=cos0 =1
f"(a)=f"(0)=-sin0=0
f"(a)=1f"(0)=—cos0=-1

f®@)=f*0)=sin0=0
(@)= (0)=cos0=1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

a=0 ”(a) =0

t' (a) f ”(a) f ”’(a)

(x—a)+ (x—a)’ + (x—a) +

TS,a:O (X) — f(a) +

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

T

o
S0

sinx

T1 0

a Kl

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

N
==
N

Tétel: Taylor tetel

Legyen acR, 0<reR, n pozitiv egész.

Ha az f:]a-r,a+tr[—>R fiiggvény n-szer differencialhaté az ]a-r,a+r|
intervallumon, akkor barmely xe]a-r,a+r| elemhez van olyan & az x
és az a kozott, melyre fennall, hogy

£ (i)

f(x) =T, ,(x)+——=(x—a)"

Megjegyzes

Hibatag: £ (&)

— (x-a)" =f(x)-T,_,(x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

) =T, 1,00+ (x—a)

Megjegyzes

A Taylor tétel szerint egy n-szer differencialhato f fuggvény esetén
az f(x) fuggvényérték becsilhetdo az f-nek egy a helyen vett (elso,
masodik, ... , (n-1). ) derivaltjaival agy, hogy a becslés maximalis
hibaja az n-edik derivalt fiiggvénnyel kifejezheto:

ha az f fiiggvény korlatja az x és az a helyek kozott K, akkor a
becslés hibaja legfeljebb

ugyanis

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Definicié: Taylor sor

Ha az f:]a-r,a+r[—>R fiiggvény akarhanyszor differencialhato az |a-
r,a+r| intervallumon, akkor az

(@) gy, @)

=f(a)+
@) 1! 2!

(x—a)’ +...

hatvanysort az f fiiggvény a alapponthoz tartozo
Taylor soranak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa n

Egy 1 fiiggveny Taylor soraval kapcsolatban alapveto kérdés, hogy
f egyenlo-e a hatvanysoranak osszegfiuggvényével.

A Taylor tételbol kovetkezik, hogy ha az f fiiggvény derivaltjai
kozos korlattal rendelkeznek, akkor f egyenlo a Taylor soranak
osszegfiiggvényével.

Definicio

A 0 alapponthoz tartozo Taylor sort MacLaurin sornak is nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Megjegyzes

Az x—>e*, x—>sinx, x—cosx fiiggvényeknek MacLaurin sora azonos a
fliggvényeket definialo hatvanysorral.

2 3 4
X X X

e rl+xXx+—+—+—+...
20 31 4l

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa n

Hatarozzuk meg az x—sin(e*) fuggvény harmadfoka Taylor
polinomjat az a=1 helyen!

f(x)=sin(e") = f(1) =sin(e) = 0,411

f'(x) =e* -cos(e”) f'(1) =e-cos(e) ~ —2,478

f"(x) = —e** -sin(e*)+¢e* -cos(e*)

f"(1) = —e” -sin(e) + e - cos(e) = —5,515

f"(x) =—e* -cos(e®)—3e™ -sin(e*) +e* - cos(e”)

f”(1) = —e’ - cos(e) —3e” -sin(e) + e - cos(e) = 6.716

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!




Egyvaltozos fuggvények differencialszamitéasa

f(1)~0,4114f'(1) ~ 2,473 Wf"(1) ~-5,5154f" (1) ~ 6.716

f '(a)

f”(a) f”’(a)

L) =1()+——(x-a)+ (x—a)"+

(x—a)

T, (x)=0,411-2,478-(x—1) - 5’5215 (x—1)" + 6,716 (x —1)°

sin(e*) ~ 0,411-2,478 - (x —1)= 2,758 - (x = 1)> + 1,119+ (x = 1)’




Egyvaltozds fliggvények differencialszamitasa IS

sin(e*) ~ 0,411-2,478 - (x —1)= 2,758 - (x = 1)> + 1,119+ (x = 1)°

sin(eX)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa n
Tetel: Lagrange tétel

Ha az f:[a,b] >R fiiggvény

* folytonos az [a,b] intervallumon

« differencialhato az ]a,b[ intervallumon,
akkor van olyan e]a,b[, melyre fennall, hogy

f(b)—-f(a)
b—a

f'() =

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

Megjegyzeés

A Lagrange tételnek nagy jelentosége van a differencialhato
fiiggvények vizsgalataban.

A tétel alapjan konnyen belathatd példaul, hogy ha egy
differencialhato fuggvény derivalt fuggvénye egy 1 intervallumon
nemnegativ, akkor a fiuggvény monoton novekvo az adott
intervallumon: tetszoleges [x,y] < I részintervallumra alkalmazva a
tételt kapuk, hogy f(x) < f(y).

Hasonloan kapjuk, hogy ha egy differencialhato fiiggvény derivalt
fiiggvénye egy intervallumon nempozitiv, akkor a fiiggveny
monoton novekvo ezen az intervallumon.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozoés fliggvények differencialszamitasa

Tétel: L’'Hospital szabaly (hatarérték-szamitas differencialassal)

Ha

* f:]a,b[ >R és g:]a,b[ >R differencialhat6 fiiggvények
*g(x)#0,haxe]ab] , g’(x)#0,haxe]ab|

e Imf(x)=limg(x)=0 vagy 11m f(x)=lmg(x)=o0

X—a X—a X—a

e [étezika lim f’(X)
X—a g (X)

f(x

akkor 1étezik a Ilm———= hatarérték is és

~t g(X) £(x)

hatarerték,

f'(x)
X—>a g(X) X—>a g'(X)

lim—= =1lim

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Példak

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Differencialhato fliggvények vizsgalata

Tétel: A monotonitas és az els6 derivalt eldjele

Ha az f:I—>R fiiggvény differencialhato, akkor

f monoton novekvo az I intervallumon < {’(x) >0, xel

f monoton csokkeno az I intervallumon < 1’ (x)<0, xel

Megjegyzes

Az allitasok a Lagrange tétel
kovetkezményei.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOMTATASRA!
ey

Tétel: Helyi szélsbertékek létezesének szukseges és elegendo feltétele

Ha az f:I>R differencialhat¢ fiiggvényre fennall, hogy
. £°(x,) =0
« az f’ fiiggvény x,-ban elojelet valt,
azaz van x,-nak olyan [ x,—r , x,*r [ 1 kornyezete, hogy
f(xy) 20, haxe]x;/r,x,/[
f(xy)) <0, haxelx,, x;tr[
vagy forditva:
f’(xy) <0, haxe]x;r,x,/[
f’(xy) 20, haxe]x,, x,tr[
akkor f-nek x,-ban helyi szélsoértéke van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

Megjegyzesek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Egy f differencialhato fiiggvény esetén az
f(Xy)=0 egyenldség sziikséges feltétele
annak, hogy f-nek x,-ban helyi
szélsoérteke legyen.

Az f(Xy;)=0 egyenléség azonban nem
elegendo a helyi szélsoérték 1étezéséhez:
az f(x)=x3 fiiggvény esetén példaul
f(0)=0, pedig f-nek a 0-ban nincs helyi

szélsoértéke.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tétel: A konvexitas é€s a masodik derivalt eldjele

Ha az f:I>R fiiggvény kétszer differencialhato, akkor

f konvex az I intervallumon < {” (x)>0, xel

f konkav az I intervallumon <& 1”7 (x)<0, xel

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Megjegyzeések

1. Egy differencialhato fuggvény pontosan akkor konvex, ha a
derivaltja monoton novekvo.

2. Egy differencialhato fiiggvény pontosan akkor konkav, ha a
derivaltja monoton csokkeno.

3. Egy f:I>R differencialhato fiiggvény pontosan akkor konvex, ha
barmely xel és x,l esetén

f(x) = f(x,) + ’(xp)-(x-x,)
azaz a fiiggvény barmely pontbeli érintéje ,,felett” halad,

4. Egy f:I>R differencialhaté fiiggvény pontosan akkor konkav, ha
barmely xel és x, el esetén

f(x) = f(x,) + ’(xp)-(x-Xx,)

azaz a fiiggvény barmely pontbeli érintéje ,,alatt” halad.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

konvex fuggvény konkav fiiggvény

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Tetel: Inflexios pont letezésének szukséges és elegendo feltetele

Ha az f: >R kétszer differencialhaté fiiggvényre fennall, hogy
. £7(x)) =0

« az f” fiiggvény x,-ban elojelet valt,

azaz van x,nak olyan [ x,—r , x,tr [ = I kornyezete, hogy

f7(xy) 20, haxe]x;/r,x,/[
f7(xy)) <0, haxe]xy, x)tr[

vagy forditva

f7(xy) <0, haxe]x;/r,x,/[
f7(xy) 20, haxe] x), x,tr[
akkor f-nek x,-ban inflexios
pontja van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m
Megjegyzések :

1. Egy f Kkétszer differencialhato fiiggvény esetén az
£” (x,)=0 egyenloség sziikséges feltetele annak, hogy f-nek

X,-ban inflexios pontja legyen.

2. Az £7 (x0)=0 egyenloség azonban nem
elegend0 az inflexios pont létezéséhez:
az £ (x)=x* fiiggvény esetén példaul £” (0) =0,
pedig f-nek a 0-ban nincs inflexios pontja.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

A fliggvényvizsgalat szempontjai

1. Amennyiben az értelmezési tartomany nem adott, a legbévebb
valos szamhalmaz megkeresése, amelyen a fiiggvény értelmezheto.

2. A zérushelyek megkeresése.

3. A szakadasi helyek megkeresése.

4. A hatarérték meghatarozasa a szakadasi helyeknél, valamint az
értelmezési tartomany ,,széleinél”.

A monotonitas vizsgalata és a helyi szélsoértékek meghatarozasa.
. A konvexitas vizsgalata és az inflexios pontok meghatarozasa.
. A fuggveny felvazolasa a megallapitott tulajdonsagok alapjan.

. Az értékkeszlet meghatarozasa, a korlatossag vizsgalata.

® I & W

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

f(x) = x3— 7x%+ 10x

1. A legbovebb valos szamhalmaz, amelyen a fiiggvény értelmezheto:

R (ez minden polinom esetén igy van)

2. Zérushelyek:

f(x) = x3— 7x* + 10x = x-(x>-7x+10) = x-(x-2)-(x-5) = 0

x;=0, x,=2, x;=35

3. Szakadasi helyek:

Szakadasi hely nincs, mivel a polinomok folytonosak a teljes
szamegyenesen.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

f(x) = x3— 7x%+ 10x

4. A hatarérték az ertelmezési tartomany ,,széleinél”:

m NEM NYOMTATASRA!

X—>—00 X—>—0 2

lim (x° —7x* +10x) = lim x° -(1—l+&j:—oo
X X

lim(x3 —7x* +10x) = lim x> -(1—Z+E

X—>+00 X—>+00 2

X X
Megjegyzeés

Amint azt a fenti szamolasok is mutatjak, egy polinom
(-0)-beli, illetve (+o0)-beli ,,viselkedését” a legmagasabb fokszamu
tag (annak Kkitevoje ¢s egyiitthatoja) hatarozza meg.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

5. Monotonitas, helyi szélsoértékek

f(x) = x3— 7x?+ 10x
f’(x)=3x>-14x +10

f'(x)=0

f°(x)=3x2-14x +10=0

gyokok: x;,= 0,88, x,= 3,79

f'(x)>0 f'(x)<0
f’(x)=3x2—14x+10=>0 f’(x)=3x2—14x +10< 0
x <0,88, vagy x >3,79 0,88 <x<3,79

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

m NEM NYOMTATASRA!

6. Konvexitas, inflexios pontok

f(x) = x3—-7x2+ 10x

f”(x) =6x—14

f7(x) =0
f7(x) = 6x— 14 =0

oyok: x=2,33

f'(x)>0 f’(x)<0
f’(x)=6x—-14>0 f’(x)=6x—14<0
X =233 x <2,33

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



f(x) =x3-7x2+ 10x

7. Felvazolas

A helyi maximum értéke:
1(0.88) = 4.06
A helyi minimum értéke:
f(3.79) = -8.21
Inflexios pont:

£(2.33) = -2.05

f°(x) = 3x2— 14x+10

f”(x) = 6x— 14

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

f(x) = x3- 7x?+ 10x

8. Ertékkészlet:

R

A fiiggveny alulrol sem,
feliilrol sem korlatos.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m

Keressilk meg az f(x)=x’-7x’+10x, xe[0,6] fiiggvény (globalis)
minimumat és maximumat!

Emlékeztetoiil: zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a

minimumat és maximumat vagy az intervallum belsejében helyi
szelsoérték formajaban, vagy az intervallum hataran.

Ezért a feladat megoldasanak menete:
1. megkeressiik a helyi szélsoértékeket a [0,6] intervallumon
2. meghatarozzuk a fiiggvény értékeit a végpontokban

3. a kapott értékeket osszehasonlitva megkapjuk a Keresett
maximum €és minimum értékeket.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa m

Mivel az el6z6ekben megvizsgaltuk az f(x) = x*— 7x>+ 10x fiiggvényt,
ennek eredményét most felhasznalhatjuk:

Eszerint helyi maximum van az x=0.88 helyen, melynek értéke 4.06,
helyi maximum van az x=3.79 helyen, melynek értéke —8.21.

A végpontokban felvett értékek: £(0)=0, f(6)=24.
Tehat:

A maximum helye x=6, értéke 24.

A maximum helye x=3.79, értéke —8.21.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Harmonikus rezgomozgas ut-ido, sebesség-ido es
gyorsulas-id6 fuggvenye

y(t) = A-sin(ot)
v(t) = Ao -cos(mt)

a(t) = -Aw?*-sin(ot)

A sebesség-ido fuggvény az ut-ido fuggvény derivalt fuggvénye.
A gyorsulas-ido6 fuggvény a sebesség-ido fuggvény derivalt fuggvénye.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fiiggvények differencialszamitasa
FlUggveny szélsoertekenek megkeresésevel megoldhatod problemak

Egy 100 m3-es viztarolé6 medencét akarunk épiteni. Milyenre kell
valasztani a méreteit, hogy a megépitéséhez a legkevesebb anyagot
kelljen felhasznalni?

Megoldas

Eloszor be kell vezetni egy olyan valtozot, melynek segitségével
felirhato az a mennyiség, melynek a szélsoértekét kell megkeresni.
Itt egy lehetseges megoldas az alapél hosszanak bevezetése
valtozokeént, jelolje ezt x.

A sziikséges anyag mennyisége aranyos a medence feliiletével (az
alaplap és az oldallapok teriiletének osszegével), igy a feliilet kell
felirni az x fiiggvényében.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa
F(x)=x"+4-m-x

Itt latszolag két valtozo van, de a magassag Kifejezheto az x
segitségével, mivel a térfogat értéke rogzitett:

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

S (X ) = X +@

X

A minimum helye:

,— —— 400
A minimum értéke: F( 200) = ( 200 )2

3200

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozods fuggvények differencialszamitasa m

18 cm oldala, négyzet alaku lapbol a rajzon lathato modon feliil
nyitott dobozt készitiink. Hatarozza meg a doboz maximalis
térfogatat!

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

A térfogat:

V(x) =x- (18 - 2x)?

A térfogat néhany x érték mellett:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozés fuggvények differencialszamitasa m NEM NYOMTATASRA!

A térfogat:
V(x) =x- (18 - 2x)? =4x3 - 72x*+ 324x

A 'V fuggvény értelmezési tartomanya:

A 'V fiiggvény maximumat kell megkeresni.

V ’(x) = 12x2 -144x + 324

AV’ (x) =0 egyenlet megoldasa a ]0,9[ intervallumon:

X=73

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A derivalt elojele:

abs.
max.

V-nek maximuma van x=3-nal.
A probléma megoldasa:

A maximalis térfogat: V(3) = 432 (cm?)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa

dry area

bridge ——

marsh

dry area

interchange
8 km R

Egy hidat és egy csomopontot kell uttal 6sszekotni. A csomopont a hidtol
délkeletre van: 8 km keletre, 8 km délre. A folyo mellett S km széles mocsaras
terulet huzodik.

Ha az épitési koltség kilométerenként 10 millio Ft a mocsaras teruleten és 7
millio Ft a szaraz teriilleten, akkor milyen nyomvonal mellett lesz minimalis
az épitési koltség? Mennyi ez a minimalis koltség?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvények differencialszamitasa m

Megoldas
Az ut koltsége:

C(x)=10-Vx*+25+7-4/(8=%x)*+9

A C fuggvény értelmezési tartomanya:

A C fuggvény minimumat kell megkeresni.

Az épitési koltség néhany x érték mellett:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fiiggvények differencialszamitasa =S

1

C(x)=10-(x* +25 +7-(8=x)* +9F

1

1 1

C(x)=10- (x> +25)22x+7 % (8=x)*+9)2-2(8—x)-(-1)

7-(8-x)

VX +2 w/ -x)*+9

C'(x)=

A C’(x) =0 egyenlet negyedfoku.
Az egyenlet kozelito megoldasa a [0,8] intervallumon:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Mivel az eértelmezési tartomany zart intervallum, elegendd a
fuggvényertekek ellendrzesi az x=0, x=3.56 €s x=8 helyeken:

C0)=109.8 [ C(3.56)=98.9 M C(8)=115.3

A fuggveényértékek alapjan lathatd, hogy (kozelitbleg) az x=3.56
helyen van minimuma a fuggvénynek

A minimum értéke: 98.9 million Ft

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvenyek differencialszamitasa 102

Legfeljebb milyen hossza fa fordithato be a 4 m széles
csatornabol a ra meroleges 2 m széles csatornaba? (A fa
vastagsagat hanyagoljuk el!)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

A rud maximalis hossza, mely adott a szog mellett elfér a rajzon

lathato pozicioban:

Loyt 4 2

COSO, SIno

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fuggvenyek differencialszamitasa 104

A maximalis rudhoszz nehany szogertéek mellett:

o =15° o = 30° o = 45° o = 60°
U U U U
L=11.87 (m) L =8.62 (m) L =8.49 (m) L =10.31 (m)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozds fliggvények differencialszamitasa T

L(a) = 4 + 2

COsSO, SInao

Az L fiiggvény értelmezési tartomanya:

Az L fuggvény minimumat kell megkeresni.

O-cosaa—4-(—sina) O-sina—2-cosa
COS” O sin” o

4.sino.  2-cosal

L'(a) =

cos” o sin? o

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

Az L’(a) = 0 egyenlet megoldasa:

4-sinoc_2-c0soc 0

2 - 2
CoS O Sin O a = 0.67 (rad)
4.-sina. 2-cosa
_c e o = 38.4°

cos’ o sin? o

abs.
min.

L-nek az a=0.67 szog mellett van minimuma.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fiiggvények differencialszamitasa =S

A 0=0.67 szog mellett a fa maximalis hossza:

4 2
cos0.67 sin0.67

L(0.67) =

=8.33

A maximalis hossz: L = 8.33 m

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



NEM NYOMTATASRA!

Egyvaltozos fluggvenyek differencialszamitasa 108

Egy italos doboz térfogata 400 cm?.

Ha a doboz alaplapja és a fedolapja 2,23-szor
olyan vastag anyagbodl késziil, mint az oldala,
akkor milyen méretek mellett lesz minimalis az
anyagfelhasznalas?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa
Megoldas

A szikséges anyagmennyiség (térfogata) a sugar (r) és a magassag
(h) flggvényében (d az anyag vastagsaga az oldalon):

M(r,h) = 2-r*-w-2.23-d + h-2-r-n-d

Az r és a h kapcsolata:

400 =12 -m-h [

A szukseéges anyagmennyiseg (térfogata) a sugar fuggvenyeben:

2
r -m

M(r):2-n-d-(2.23-r2+r- 400j=2-n-d-(2.23-r2+@j

Ir-m

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fliggvények differencialszamitasa

M(r)=2-n-d- 2.23-r2+@

r-m

Az M fuggvény értelmezési tartomanya:
Az M fuggvény minimumat kell megkeresni.

M'(r)y=2-n-d- 4.46-1‘—1-4020

T T

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozés fliggvények differencialszamitasa 11

Az M’(x) = 0 egyenlet megoldasa:

2-m-d- 4.46-r—l-400

2

Az M fuggvénynek minimuma van at r = 3.06-nal.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Egyvaltozos fiiggvények differencialszamitasa =S

Az r = 3.06 cm mellett minimalis az anyagfelhasznalas.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



