NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek

Differencialegyenletek

Ebben a részben | legyen mindig pozitiv hosszusagu intervallum

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Definicio: differencialegyenlet

Ha DcR"*! nyilt halmaz, f:D—R folytonos fiiggvény, akkor az
y" (x) =%, y(x), y' (X),..., y" 7 (%)

avagy

d'f(x) dy(x) d"'f(x)

°*9 an—l

= 1| x,y(x
dx"” Y= dx

egyenletet n-edrendi kozonséges explicit differencialegyenletnek
nevezzuk.

Megjegyzes

Mivel a tovabbiakban csak kozonséges explicit differencialegyenletekkel
foglalkozunk, ezert e két jelzot a tovabbiakban nem fogjuk Kiirni.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Elsérendi differencialegyenlet




Differencialegyenletek 4

Pelda: Newton Il. torvéenye

m -a(t) = F(t,s(t), v(t))

Mivel a sebesség-ido fiiggvény az ut-ido fiiggvény elso derivaltja
(v(t)=s'(t)), a gyorsulas-ido fiiggvény pedig a masodik derivaltja
(a(t)=s"(t)), Newton II. torvénye az ut-ido fuggvényre egy
masodrendi differencialegyenlet:

S(t) = i'F(t, s(t),s(t)) = £(t,s(t),s(1))

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: felfuggesztett hajlekony kotél

Ket végén felfuiggesztett, hajlékony, nyujthatatlan koteél alakjat leiro
fiiggvény ( y(x) ) a kovetkezo differencial-egyenletnek tesz eleget:

y'(x) =k -1+ y'(x)°

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek n

Definicio: differencialegyenlet megoldasa

A ¢:I—> R fuggvény megoldasa az
YO =1 (x,y(x),y'(®), ., Y (X))
n-edrendu differencialegyenletnek, ha
* @ n-szer differencialhato az I-n
« minden xel esetén ( x, (x) , @'(X) , ... , " D(x)) € D;

e minden xel esetén g™ (x) =f (x, (x), ¢'(X) , ... , P D(X))

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek

Definicio: kezdeti érték probléma

Legyen (X,¥s---sY, ) €D. Az
YO =1 (X, y(X) 5 Y'(X) 5 e, YO U(X) )

d.e.-re vonatkozo kezdeti érték probléman azt a feladatot értjiik,
amikor az egyenletnek azokat a ¢ : I > R megoldasait keressiik,
melyekre:

. XOEI

y (P(X()) =Yoo (P,(Xo) =Y (P”(Xo) =Y, 0000 (P(n_l)(xo) = Y1

Megjegyzés

A feltételek szama azonos a d.e. rendjével.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek KN

.

Ha a differencialegyenletben szereplo f fiiggvény folytonos, akkor
az k.é.p.-nak van megoldasa.

Ha a differencialegyenletben szereplo f fiiggvény folytonosan
differencialhato (azaz az f oOsszes elsorendi parcialis derivalt

fiiggvénye folytonos), akkor a k.é.p.-nak pontosan egy megoldasa
van.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek KN B oI g

lIranymez6

Egy elsorendu differencialegyenlet y’=f(x,y) alakja osszefiiggest ad az x-y
sik egy (x,Y,) pontja és a ponton athalado megoldasfiiggvények pontbeli
differencialhanyadosa (meredeksége) kozott. Ha az x-y sik néhany
pontjaban Kkis szakaszokkal abrazoljuk a megoldasfiiggvény ottani
meredekségét, akkor a differencialegyenlet iranymezejét kapjuk.

Sl y'(%) = () + X2~ X

o L e e e e e e e,

P =(x,y)=(-1,-1)
= y’=1+1%-1=1

T i, L

!
1
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1
1
i
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/

e

P,=(x,,y,)=(2,0)
= y’=0+22-2=2

—— e e e e

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

M

A megoldasfiiggvények az iranymezo szakaszaihoz ,,érihtﬁlegesen”
haladnak.

Az abran a
differencialegyenletnek az
a megoldasfiiggvénye '

(integralgorbéje) lathato,
mely athalad az origon :

y(x)=e*-x2-x-1

A levezetes részletezese nélkiil kozoljiik, hogy az adott (elsdrendii linearis
differencialegyenlet megoldasfiiggvényei az

y(x)=c-e*-x%-x-1
alaku fuggvények, ahol c tetszéleges valos szam.
Az y(0) = 0 kezdeti értéknek megfeleld megoldastiiggvény:
y(x)=e*-x2-x-1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Az integralgorbe kozelitese — Euler modszer

Az elsorendu differencialegyenletek kozelito megoldasat eloallito
Euler modszer un. numerikus modszer, alkalmazasa nem igényli
integral kiszamitasat.

A modszer lényege, hogy a Kkeresett integralgorbét olyan
szakaszokbol allitjuk elo, amelyek meredeksége meghatarozott
helyeken megegyezik az iranymezo szerinti meredekséggel.

Az Euler modszer hatterében is iranymezo fogalma all: az x-y sik
pontjaiban az d.e. formulajabol kiszamithatéo a ponton athalado
integralgorbe meredeksége.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

B

Az Euler modszerrel hatarozzuk meg kozelitoleg az

y'(x) =y(x) + x*-x, y(0)=-1

k.e.p. integralgorbéjét a [0,3] intervallumon!

A kozelito megoldashoz a kovetkezo helyeken fogjuk a meredekséget

kiszamitani:
0 N

, =
s =X,+5:0,5=2)5

X, =0

X, =X,+1:0,5=0,5

X

X, =X,+2-0,5=1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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X0

Oy, =—11sxe y'ozy’(xoayO):_l

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y=y+x°—Xx

Xy =0 = =Y (Xy,y,)=-1

L(X)=y,+y, (x—X,)=-1-X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 05 1 15 2 253

y=y+x°—Xx

Xy =0 = =Y (Xy,y,)=-1

L(X)=y,+y, (x—X,)=-1-X

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 05 1 15 2 253

-:

L (x)= YO+YO (x—X,)=—1
=L, (x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

= y’(Xp y,)=-L75

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

»
»

y=y+x°—Xx

x, =0y, =1 g \\

L(X)=y,+y, (xX—X,)=-1-X

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

~ RO

L(x)=y,+y,-(x—-x,)=-15-1,75-(x—-0,5)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

»
»

y=y+x°—Xx

X, =0 =Y, =Y (x,,y,)=-1 \

L(X)=y,+y, (xX—X,)=-1-X

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

~ RO

L(x)=y,+y,-(x—-x,)=-15-1,75-(x—-0,5)

y,=L,(x,)=L,1)=-15-1,75-0,5=-2,38

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

Yo =¥ (x).¥,) = -1
Li(xX)=y,+Yy, (x—%,)=-1-X \

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

~ RO

L(x)=y,+y,-(x—-x,)=-15-1,75-(x—-0,5)

y,=L,(x,)=L,1)=-15-1,75-0,5=-2,38

Y, =-238 =y, =y'(X,,y,) =-2,38

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

Sy = y'(x,.y,) = -1
Li(xX)=y,+Yy, (x—%,)=-1-X \

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

~ RO

L(x)=y,+y,-(x—-x,)=-15-1,75-(x—-0,5)

y,=L,(x,)=L,1)=-15-1,75-0,5=-2,38

y, =233 =y, =y'(X,,y,)=-2,38

L.(x)=y,+y, (x—x,)=-238-238-(x—1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

Sy = y'(x,.y,) = -1
Li(xX)=y,+Yy, (x—%,)=-1-X \

y,=L,(x,)=L,(0,5)=-1-0,5=-1,5

~ RO

L(x)=y,+y,-(x—-x,)=-15-1,75-(x—-0,5)

y,=L,(x,)=L,1)=-15-1,75-0,5=-2,38

y, =233 =y, =y'(X,,y,)=-2,38

L.(x)=y,+y, (x—x,)=-238-238-(x—1)

y, =L,(x;)=L,(1,5)=-2,38—2,38-0,5 = 3,57

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!




Differencialegyenletek 05 1 15 2 253

y, =357y’ -

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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-1,5 !!
-2,38

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!

L,(X)=y,+Yy; (x—%x;)=-3,57-2,82-(x—-1,5)

=L,(x,)=L,(2)=-3,57-2,82-0,5=—4,98




Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

ys =357 Y = y'(x;,y;) = -2.82 \

L,(X)=y,+Yy; (x—%x;)=-3,57-2,82-(x—-1,5)

y,=L,(x,)=L,(2)=-3,57-2,82-0,5=—-4,98

y, =498 Gy, =y'(x,,y,) = 2,98

L.(xX)=y,+vy, - (x—x,)=—4,98-298-(x—-2)

ys =L.(x5)=L;(2,5)=-4,98-2,98-0,5=-6,47

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 0,5 1 1,5 2 253

ys =357 Y = y'(x;,y;) = -2.82 \

L,(X)=y,+Yy; (x—%x;)=-3,57-2,82-(x—-1,5)

y,=L,(x,)=L,(2)=-3,57-2,82-0,5=—-4,98

y, =498 Gy, =y'(x,,y,) = 2,98

L.(xX)=y,+vy, - (x—x,)=—4,98-298-(x—-2)

ys =L.(x5)=L;(2,5)=-4,98-2,98-0,5=-6,47

Ys = _6947 — y’S = y,(X59Y5) = _2972

L(X)=y,+Ys (x—x,)=—6,47-2,72-(x—2.,5)
Yo =Le(X¢) =L4(3)=-6,47-2,72-0,5=—-7,83

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

M

Az integralgorbe kozelitése — Runge-Kutta mddszer

A Runge-Kutta modszer az

Euler modszer javitott
valtozata.

Yo =1(Xp,¥,)
Lényege, hogy a gorbeét
kozelito szakaszokat nem a (X, y,)+ (X, y,%)
kezdopontban érvenyes o 5
meredekség alapjan rajzoljuk/

szamoljuk, hanem a
kovetkezok szerint:

* Kiszamitjuk, hogy az Euler modszer szerint mi lenne a kovetkezo
pont. A rajzon: (X,,y,*).

* Vessziik az f(x,,y,) ¢és az f(x,,y,*) meredeksegek atlagat.

« Ezzel a meredekséggel rajzoljuk meg a kovetkezo szakaszt, ill.
szamoljuk ki a kovetkezo pontot. A rajzon: (x,,y,)-

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

B

A Runge-Kutta modszerrel hatarozzuk meg kozelitoleg az

y'(x) =y(x) + x*-x, y(0)=-1

k.e.p. integralgorbéjét a [0,3] intervallumon!

A kovetkezo alappontokkal fogunk szamolni:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 05115 2253

Yo=—1 =Y *=Yy'(X(,y,)=-1

Xy =

y,*=L,*(x,)=L,*0,5)=-1-0,5=-1,5

y'(Xp y,*)=-175

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek T 051 15 2253

X, =0y, =—-1 =Y *=y'(x,,y,)=-1

»
»

Li*(X)=y,+yo*(x—%Xy) =—1-x

y,*=L,*(x,)=L,*0,5)=-1-0,5=-1,5
y'(x,y,*)=-175

y'o — y’(X09YO)+y’(X19Y1*) _ _1_1975 _ —1,38

L,(x)=y, +y;) (x—x,)=-1-1,38x

y, =L,(x,)=L,(0,5)=—-1-138-0,5=—1,69

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza




051 L5 2253

Differencialegyenletek

y, =—L09 =y *=y'(x,,y,) =—1,94

L,*(X)=y,+y, *(x—x%x,)=-1,69-194-(x - 0,5)

y,*=L_ *(x,)=L, *(1)=-1,69-1,94-0,5 = 2,66

y’(Xza y,*)=-2,66

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek

y, =—LO9 =y *=y'(x,,y,) =—194

L,*(X)=y,+y, *(x—x%x,)=-1,69-194-(x - 0,5)

y,*=L_ *(x,)=L, *(1)=-1,69-1,94-0,5 = 2,66

y’(Xza y,*)=-2,66

y', = Y(Xp YD) +Y'(X5,¥,9) _ _1’942_ 200 _ 53

L, (xX)=y,+y;-(x—%x,)=-1,69-23-(x-0,5)

y,=L,(x,)=L,(1)=-1,69-2,3-0,5=—2,84

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza

T 05115 2253

\

»
»




Differencialegyenletek 05115 2253

y, =284 IRy, * = y'(x,,y,) = 2,84

L.*(x)=y,+y, *(x—x%x,)=-2,84-284-(x—1)

y,*=L,*(x;)=L;*(5)=-2,84-2,84-0,5=—-4,26

y’(Xs » Y3 *) = _3951

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek T 051 15 2253

»
»

y=y+x’—Xx

\

L.*(xX)=y,+y, *(x—x%x,)=-2,84-284-(x—1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza




Differencialegyenletek 05115 2253

-1,69 + Q

L, *(xX)=y,+Yy;*(x—-x,;)=-4,43-3,68-(x—L5)

—2.84

y,*=L,*(x,)=L, *(2)=-4,43-3,68-0,5=—6,27

y'(X4, y,*)=-4,27

—4.43

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



T 05115 2253

»
»

Differencialegyenletek

y=y+x’—Xx

L, *(xX)=y,+Vy;*(x—-x,;)=-4,43-3,68-(x—1,5)

y,*=L,*(x,)=L, *(2)=-4,43-3,68-0,5=—6,27

y'(X4, y,*)=-4,27

g = YY) YKy y, M) ~3.68-4.27 4 o0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek 05115 2253

5 5 5) 5
y'(X5,ys%)=-4,88

!
—-1,69
x, =20y, =642y *=y'(x,,y,) =442
—2,84
L *(x) =y, +y, *(x—x,) =—6,42-442-(x - 2)
y.*=L_*(x.)=L.*(2,5)=-6,42—4,42-0,5=—-8,63

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek T 051 15 2253

»
»

y=y+x’—Xx

Y, = 0,420y, * = y'(x,,y,) =442 \

Ly *(x) =y, +Y4 * (X - X,) =642 - 4,42+ (x -2)

y*=L *(x.)=L,*(2,5)=-6,42-4,42-0,5=—8,63

y'(X5,ys%)=-4,88

Vo Y (X4, ¥4) + Y (X5,¥5%) _ —4,42-438
Ys4= = >

= 4,65

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza




Differencialegyenletek 05115 2253

Vs =8 TS =y's* =y (X5,y5) =5

Lé*(X)ZY5 +y; *-(X—X5)=—8,75—5-(X—2,5)

y.*=L *(x,)=L,*(3)=-8,75-5-0,5=-11.25

V(X,,¥:*)=-5,25

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza



Differencialegyenletek T 051 15 2253

»
»

Vs =8 TS =y's* =y (X5,y5) =5 \

Lé*(X)ZY5 +y; *-(X—X5)=—8,75—5-(X—2,5)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Misza




Differencialegyenletek a0

Megjegyzés _

Az y'(x) = y(x) + x2—x, y(0)=-1K.é.p. pontos megoldasa:
y(x) = -x%-x-1

Ennek a figgvénynek az értékei a kozelitésben hasznalt
alappontokban:

y(3)=-13

y(0) = -

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek Aska:
Runge-Kutta

Ypontos
-1
-1,75

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Néhany nemlinearis differencialegyenlet-tipus
megoldasi modszere

Els6rendl szetvalaszthato valtozoju differencialegyenletek

Ha a g:]a,b[—>R és a h:]c,d[ >R fiiggvények folytonosak, akkor az

y'(x) = g(x)-h(y(x))

dy(x)

38X -h(y(X)

tipusu elsorendi differencialegyenleteket szétvalaszthato
valtozoju (vagy szeparabilis) differencialegyenleteknek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A megoldas formalis Iépései
y'(x) = g(x)-h(y(x)) y'(x)=x-(y*(x)+1)

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével hasznadlhatdék fel!



Differencialegyenletek m

A megoldas formalis Iépései

y'(x) = g(x)-h(y(x)) y'(x)=x-(y*(x)+1)

dy

dy

=X - + 1
. (y* +1)

= g(x)-h(y)

dx




Differencialegyenletek

A megoldas formalis Iépései

y'(x) = g(x)-h(y(x))

dy

5 EX)-h(y)

—d x)dx
h(y) y = g(x)

dy

= + 1
i =x-(y’ +1)




Differencialegyenletek m

A megoldas formalis Iépései
y'(x) = g(x)-h(y(x))

dy_
dx—g( )-h(y)

gy = g(x)dx

h(y)




Differencialegyenletek

y'(x) = xy(x) +x, y(0)=1
y'(x)=x-(y*(x)+1)

dy

= +1
i =x-(y* +1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek I8

y'(x) = xy(x) +x, y(0)=1
y'(x)=x-(y*(x)+1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 2N

y'(x) = xy(x) +x, y(0)=1
y'(x)=x-(y*(x)+1)

2

arctgy = X—+ C
2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

y'(x) = xy(x) +x, y(0)=1
y'(x)=x-(y*(x)+1)

X2
tg(arctgy)= tg(; + cj

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

y'(x) = xy(x) +x, y(0)=1
y'(x)=x-(y*(x)+1)

X2
tg(arctgy)= tg(; + cj

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A6 = oo s 0= 1

y'(x)=x-(y’ (x)+1)

X
tg(arctgy)= tg(; j

A k.é.p. megoldasa:

y(O)—1:>tgc—1:>c—




Differencialegyenletek

Megjegyzeések —

1. A fenti modszerrel altalaban csak implicit alakban kaphatok meg
a megoldasfiggvények.

2. A differencialegyenlet formalis megoldasa utan meg Kkell
vizsgalni, hogy a kapott fiiggvény hol értelmezheto, és mely
intervallumokon lesz ténylegesen megoldasa az egyenletnek. Az
elozo példaban kapott fiiggvény megoldasa a d.e.-nek minden
olyan intervallumon, melyet az

halmaz tartalmaz.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek
Megjegyzés :

Az y’(x) = f (x,y(x)) tipusu differencialegyenletek kozott specialis
esetként szerepelnek a legegyszerubb elsorendu egyenletek az

y'(x) =f(x)

tipusu differencialegyenletek.

Itt a megoldasfuggvények az Jf hatarozatlan integral fuggvényei.

(0 =x - xR

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek
Példa

120 °C-o0s test homérséklete 30 °C-os kornyezeti homérséklet mellett
10 perc alatt 60 °C-ra csokkent. Mennyi ido alatt csokken a test

homeérséklete 40 °C-ra ?

A kérdés megvalaszolasahoz meg kell hatarozni a hiilést jellemzo
homérséklet-ido fiiggvényt.

Jelolje T a homérsékletet, t az idot!

Azzal a legegyszerubb feltevéssel élve, hogy a hulés sebessége csak a
test ¢s a kornyezet homersékletkiilonbségétol fugg, meégpedig azzal
egyenesen aranyos azt kapjuk, hogy:

AT(t) _

= k(T(0)-30)

ahol k az anyagra jellemzo allando.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A At—0 hatarértéket véve:

AT(t)

i 1O i -1 -30) L < ke (1) - 30)

vagyis a T(t) figgvényre egy elsorendu szétvalaszthato valtozoju
differencialegyenletet kaptunk. Ennek megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A At—0 hatarértéket véve:

AT(t)

i 1O i -1 -30) L < ke (1) - 30)

vagyis a T(t) figgvényre egy elsorendu szétvalaszthato valtozoju
differencialegyenletet kaptunk. Ennek megoldasa:

In(T-30)=—k-t+c

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A At—0 hatarértéket véve:

AT(t)

i 1O i -1 -30) L < ke (1) - 30)

vagyis a T(t) figgvényre egy elsorendu szétvalaszthato valtozoju
differencialegyenletet kaptunk. Ennek megoldasa:

In(T-30)=—k-t+c

on(T-30) _ —kt+e

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

A At—0 hatarértéket véve:

AT(t)

i 1O i -1 -30) L < ke (1) - 30)

vagyis a T(t) figgvényre egy elsorendu szétvalaszthato valtozoju
differencialegyenletet kaptunk. Ennek megoldasa:

In(T-30)=—k-t+c

on(T-30) _ —kt+e

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

n NEM NYOMTATASRA!

A At—0 hatarértéket véve:

AT(t)

i 1O i -1 -30) L < ke (1) - 30)

vagyis a T(t) figgvényre egy elsorendu szétvalaszthato valtozoju
differencialegyenletet kaptunk. Ennek megoldasa:

T(t)=e " +30

oN(T-30) _ j—kt+e

In(T-30)=—k-t+c

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A Kk és a ¢ konstansok értéke a feladatban kozolt informaciok
alapjan meghatarozhato.

T(t)=e™" +30

A T(0)=120 és a T(10)=60 feltételekbol a
kovetkezo egyenletrendszer adodik:

TO0)=120 = L. 120=e+30
T(10)=60 = II 60 = 1%+ 30

= c=In90~4,5

k=103 o1

10

A feladat megoldasa:

T(t) — e—O,ll-t+4,5 + 30

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A feladat jellegébol adodoan te[0,+c0).
Mennyi ido alatt csokken a test homérséeklete 40 °C -ra ?

40 —_ e—(),ll-t+4,5 + 30

—0.11-t+4.5
e T =10

—0,11-t+4,5=1In10

A test 20 perc alatt hul le 40 °C-ra.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

y’'(x)=1(x,yXx),y'(x))

Két masodrendl hianyos differencialegyenlet-tipus

VAGIEERTeS] tipusu differencialegyenletek

Ha I és J intervallumok, f:IxJ—R folytonos fiiggvény, akkor az

y'(x)=1(x)

alaku d.e.-ek két integralassal megoldhatok.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Kl =
V'x)=vx ., y(l)=4, y(1)=2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Vix)=x ., yl)=4, y1)=2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Kl =
V'x)=vx ., y(l)=4, y(1)=2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Vix)=x ., yl)=4, y1)=2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Kl =
V'x)=vx ., y(l)=4, y(1)=2




Differencialegyenletek

Kl =
V'x)=vx ., y(l)=4, y(1)=2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely:

kezdeti sebesség:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely:

kezdeti sebesség:

v(t) = §(t) = J' Odt—— t+c,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely: EI(O)ESN

kezdeti sebesség: RUY(I)A

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely:
kezdeti sebesség:

v(0)=v,

il C1 =V

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely:
kezdeti sebesség:

v(0)=v, =3 ¢,=V,

s(0)=s, =S ¢,=S,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példa: Newton Il. torvénye konstans er6hatas esetén

Kezdeti értékek:

kezdeti hely:
kezdeti sebesség:

v(0)=v, =3 ¢,=V,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y’'(x)=1(x,yXx),y'(x))

IS ICAAPS)] tipusu differencialegyenletek

Ha I és J intervallumok, f:IxJ—R folytonos fiiggvény, akkor az

y'x)=1(x,y'(x))

alaku d.e.-ek megoldasa a p(x) = y'(x) jeloléssel visszavezetheto két
elsorendu d.e. megoldasara az alabbiak szerint:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek

y'(x)=1(x,y (X))
N v =px | y’®=px)

. p’x)=1f(x,p)) = px)

U

y(x) = I y’(x) = p(x)




Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3

U Y(x)=px) f Y’ (x)=p’(x)
L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

m NEM NYOMTATASRA!

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3
| v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
I p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

dp _

p2

dx

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3
| v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

dp _
dx

|
—2dp = 1dx
p

p2

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3
| v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3
VN v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.
—1
— =X+,

P

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

m NEM NYOMTATASRA!

y'(x)=(y'x)?%, y'(0)=-1,y(0)=3
VN v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.
—1
— =X+,

P

p(x) =

X +C¢,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y"(x) = (y'(x))%,  y'(0)=-1,y(0)=3
v’ (x) = p(x) | y’(x) = p’(x)
Lo o CO R y(x)=p(x) =~

X +C¢,

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.
—1
— =X+,

p

p(x) =

X +C¢,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

m NEM NYOMTATASRA!

y"(x) = (y'(x))%,  y'(0)=-1,y(0)=3
v’ (x) = p(x) | v’ (x) = p’(x)
Lp 0o -2 CO RN 1 /() = p(x) =

X+,

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

—1
_q y(x):j—dx I—IH‘X+CI‘+C2
—=X+Cc, X+C
p
—1
p(x) =

X +C¢,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

y"(x) = (y'(x))%,  y'(0)=-1,y(0)=3
v’ (x) = p(x) | v’ (x) = p’(x)
Lp 0o -2 CO RN 1 /() = p(x) =

X+,

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.
—1
— =X+,

P

y(X) = j_—ldx = —ln‘X-FCI‘-l—Cz
X + ¢,

, —1
y0)=-1E—-=-1 :>

C

~1
p(x) =
X +C,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

y'(x) = (y'(x))?, y'(0)=-1,y(0)=3
Vv’ (x) = p(x) | y”(X) = p’(x)
L pC)=p (9 1L y/(x) = p(x) = —

X+,

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.
—1
— =X+,

P

y(X) = j_—ldx = —1n‘x+c:1‘+(:2

X+,

, —1
y0)=-1E—-=-1 :>

C

y(0)=3 8¢, =3

~1
p(Xx) =
X + ¢,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

L p'(x)=p°(x)

Ez egy elsOrendu szétvalaszthato
valtozoju d.e.. E18szor ezt oldjuk meg.

d—p:p2 _—1=X+Cl
dx D

1 —1
—-dp =1dx p(x) =
p X +C,

jp—lzdpzjldx

y'(%) = (Y(x)% ¥ (0)=-1,y0)=3 |

Wl y’(x) = p(x) |y’ () = p’(%)

IL y'(x)=p(x) = —

y(X) = —ln‘x +1‘ +3

re, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhaték fel!



Differencialegyenletek N

Linearis differencialegyenletek

Definicio

Haagg,g:,...,8, 1, h:I—>Rfiggvények folytonosak, akkor az

y"(x)+g, %)y () 4.+ g, ()Y () + 8, (%) y(x) = h(x)

d.e.-et n-edrendil linearis differencialegyenleteknek nevezziik.

Definicio

Ha h(x)=0, akkor homogén, Kkiillonben inhomogén linearis
egyenletrol beszéliink.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek
Megjegyzések

1. Ha egy inhomogén egyenletben a h fiiggvény helyébe a konstans 0
fiiggvényt irjuk, akkor inhomogén egyenlet homogén megfelelojét
kapjuk. A késobbiekben latni fogjuk, hogy az inhomogen
egyenletek megoldasai szoros kapcsolatban allnak a homogén
megfelelo megoldasaival.

2. Az alkalmazasok szempontjabol a linearis differencialegyenletek
a legfontosabbak kozé tartoznak.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példak linearis differencialegyenletre

1. NEWTON Il. EGYENLET - CSILLAPITOTT REZGES

Egy D rugoallandoju rugohoz rogzitett m tomegu test rezgesének
kitérés-ido fiiggvénye ( y(t) ), a sebességgel aranyos kozegellenallas
esetén (aranyossagi tényezo: f) a kovetkezo differencialegyenletnek
tesz eleget:

d’y(t) f dy() D J()= 0

dt* m dt m

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

2. SOROS R-L-C KOR

Konstans U, feszilltség rakapcsolasaval a korben kialakulo I(t)
aramerosség fiiggvény a kovetkezo differencialegyenletnek tesz
eleget:

d’I(t) R dI(t) 1

+——+—-I(t)=0
d* L dt CL ®

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek o

Linearis differencialegyenletek

Definicio: linearisan fuggetlen fuggveényrendszer

A {0, Oy ... , ¢, fuggvényrendszert linearisan fiiggetlennek
nevezunk, ha a rendszer egyik elemét sem lehet a tobbi elem linearis
kombinaciojaként eloallitani.

Egy figgveénybol allo fuggvényrendszer fiiggetlen, ha a fiiggvény
nem konstans 0.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Példak

A Kkovetkezo fuggvényrendszer nem fiiggetlen (=fiiggo), mert
f,(x)=2- f,(x):

{ £,(x) =3x%-x, f,(X)=6x2-2x }

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A Kkovetkezo fuggvényrendszer nem fiiggetlen (=fiiggo), mert
f,(x)=2- f,(x):

{ £,(x) =3x%-x, f,(X)=6x2-2x }

A kovetkezo fiiggvenyrendszer fiiggetlen:

(X)) =x3, Lx)=x}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A Kkovetkezo fuggvényrendszer nem fiiggetlen (=fiiggo), mert
f,(x)=2- f,(x):

{ £,(x) =3x%-x, f,(X)=6x2-2x }

A kovetkezo fiiggvenyrendszer fiiggetlen:
(X)) =x3, Lx)=x}

A kovetkezo fiiggvenyrendszer fiiggo, mert f;(x)=f,(x)-3-f,(x):

{ £,(x) =3x%-x, f,(x)=2x+1, f3(x)=3x%-7x-3}

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek IEN

Definicio; Wronski determinans

Ha az {f.f,....f} fiiggvényrendszer elemei legalabb (n-1)-szer
differencialhato fiiggvények, akkor a fuggvényrendszer Wronski
determinansa:

[0 6L - £

WL )00 =det] (00 Y

(V) £ 0V (x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek N

Tétel: a linearis fuggetlenség és a Wronski determinans kapcsolata

Egy legalabb (n-1)-szer differencialhato fiuggvényekbol allo
if.h,,....1 } fiiggvenyrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen,
ha a fiiggvényrendszer Wronski determinansa nem az azonosan ()
figgvény.

X X X
W(f,f,,f)(x)=det| I 2x 3x°|=2x"
0 2 6x

3

Az {f,1,.1,} fiiggvenyrendszer linearisan fiiggetlen.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek 100

Tétel: homogen linearis differencialegyenlet alaprendszere

Minden n-edrendu a linearis homogén differencialegyenletek létezik
n darab olyan megoldasfiiggvénye, melyek linearisan fiiggetlen
rendszert alkotnak.

Egy ilyen {0, 0,, ... , ¢ } fiiggvényrendszert a linearis homogén
differencialegyenlet alaprendszerének nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Definicié: a homogén egyenlet altalanos megoldasa

Ha a {0,0,....,0,4 fiuggvényrendszer egy linearis homogen
differencidlegyenlet alaprendszere, akkor e fiiggvények barmely

Ci" PrTCy QT ¥Cy @
linearis kombinacioja szintén megoldasa az egyenletnek.

E fiuggvények oOsszességét (ami végtelen sok fuggvényt tartalmaz)
nevezzilk a linearis homogén differencialegyenlet altalanos
megoldasanak:

Yy =Cp @€y @yt C - @, €45 €y ... €,-€ER

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Definicio: az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa

Egy linearis inhomogén differencialegyenlet egy Kkonkrét
megoldasfiiggvényét partikularis megoldasnak nevezziik.

Tétel: az inhomogeén egyenlet altalanos megoldasa

Ha y, egy linearis inhomogén differencialegyenlet homogén
megfelelojének altalanos megoldasa, y, pedig az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasa, akkor az inhomogén egyenlet
megoldasai éppen az

YH=Yu T Y
alakua fiiggvények. E fuggvények 0sszességét a linearis inhomogén
differencialegyenlet altalanos megoldasanak nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek 103

A homogen linearis
differencialegyenletek
megoldasa

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Els6rendi homogén linearis differencialegyenletek

Ha a g:I>R fiiggvény folytonos, akkor az

y'(x)+g(x) y(x) =0

egyenletet elsorendu linearis homogén d.e.-nek nevezziik.

Megjegyzes

Az elsorendu linearis homogén d.e.-ek egyben szétvalaszthato
valtozojuak is.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tetel

Az y'(x) + gx) - y(x) = 0 elsorendi homogén linearis
differencialegyenlet altalanos megoldasa:

jg(x)dx

yy(X)=c-e ceR

y'(X) = X - y(x) =0

g(x) = -x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: soros R-C kor konstans feszultseggel

Keérdes: soros R-C korre U, Kkonstans fesziiltséget kapcsolva a
korben folyo aram erossége hogyan fiigg az idotol?

Az dramerosség-ido fiiggvény a kovetkezo elsorendi linearis
homogeén differencialegyenletnek tesz eleget:

A fesziiltség rakapcsolasakor az aramerosseg:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Ennek altalanos megoldasa:

RO (1) =1 (t) = c-e RC

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Ennek altalanos megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek B oI g

Ennek altalanos megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Masodrendld homogeén linearis konstansegyutthatos
differencialegyenletek

.V /

y'(x)+b-y'(x)+c-y(x)=0

egyenletet, ahol b,ceR, masodrendu linearis konstansegyutthatos
homogén d.e.-nek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek 111

Definicio: alaprendszer

Ha az y :I>R ¢és az y,:I>R fiiggvények az

y"(x) + by'(x) + c-y(x) =0

egyenlet linearisan  fiiggetlen  megoldasai, akkor az
{y,»y,} fiiggvényrendszert a d.e. alaprendszerének nevezziik.

Ha{y,y, } az
y'(x) +by'(x) +cy(x)=0

homogén egyenlet alaprendszere, akkor az egyenlet altalanos
megoldasa:

Yu=C¢ Y117 ¢ Y,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!

Differencialegyenletek 112

Definicid: karakterisztikus egyenlet

Az
y'(x) +by'(x) + cy(x) =0

d.e. karakterisztikus egyenlete:

A t+b-A+tc=0

A karakterisztikus egyenlet megoldasainak ismeretében a homogén
linearis d.e. alaprendszere (és igy az altalanos megoldasa is) a
kovetkezok szerint hatarozhato meg:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tétel (elsé eset) :

Ha a

AM+b-A+c=0
karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6zo megoldasa van:
A ésA,,
akkor a homogén egyenlet alaprendszere:

y,(x)=e"",y,(x) =e""

altalanos megoldasa pedig:

¢;,C,€R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 14

y'(x) +3y'(x) +2y(x)=0

A karakterisztikus egyenlet:
AM+3A+2=0
Gyokei: A,=-2, A,=-1

Alaprendszer: { e, e*}
Altalanos megoldas:

— .e-2X .eX
V= ¢e€*+c,-e%, ¢,ceR

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tétel (mésodik eset) :

Ha a
AM+b-A+c=0
karakterisztikus egyenletnek egy megoldasa van:
A,

akkor a homogeén egyenlet alaprendszere:

y,(x)=e™,y,(x)=x-e"

altalanos megoldasa pedig:

A A
YH(X):CI'GX_I_Cz'X‘eX ¢, ER

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y"(x) - 8y'(x) + 16y(x) =0

A karakterisztikus egyenlet:
AM-8L+16=0

Gyoke: A =4

Alaprendszer: { e**, x-e¥*}

Altalanos megoldas:

= . 4x . . 4x
V= ¢e¥te,x-e¥, ¢,ceR

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Tétel (harmadik eset) :

Ha a

A +b-A+c=0
karakterisztikus egyenletnek nincs megoldasa, akkor a homogén
egyenlet alaprendszere:

y,(x)=¢e"" -sin(v-x),y,(x)=¢"" -cos(v-X)
altalanos megoldasa pedig:

yu(x)=c;-e™ -sin(v-x)+c, " -cos(v-x) IETEE

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y"(x) + 6y'(x) + 34y(x) =0

A karakterisztikus egyenlet:

A2+6A+34=0
Gyoke: nincs, u=-3,v=>5
Alaprendszer: { e>*-sin(5x), e3*-cos(5x) }
Altalanos megoldas:

Yy = ¢;-e3* -sin(5x) + ¢,-e3% -cos(5x), ¢;,¢,€R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

A masodrendi linearis konstansegyutthatos d.e.-ek megoldasa a
kovetkezoképpen is targyalhato:

Oldjuk meg az y" (x) + b-y'(x) + c-y(x) = 0 d.e.
AM+b-A+tc=0

karakterisztikus egyenletét a komplex szamok halmazan.

A gyokok alapjan lehet felirni az alaprendszerbeli figgvényeket.
Mivel a karakterisztikus polinom itt masodfoku, haromféle
gyoktipus fordulhat elo:

1. Egyszeres valos gyok

2. Kétszeres valos gyok

3. Egyszeres komplex gyokpar (ezek egymas konjugaltjai)

Az alaprendszer elemei az alabbiak szerint irhatok fel a harom
esetben:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggveny szarmaztatasa
egyszeres valos gyokbal

Ha a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyoke a

A

valos szam, akkor az alaprendszerben szerepeltetjiik az

fliggvényt.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

A Kkorabbi targyalasi mod 1. ESET-¢ében a Kkarakterisztikus
egyenletnek két darab egyszeres valos gyoke van:

A és A,

Igy a homogén egyenlet alaprendszere:

y,(x)=e"",y, (x)=e"

altalanos megoldasa pedig:

¢;,¢,eR

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggvenyek szarmaztatasa
ketszeres valos gyokbol

Ha a karakterisztikus egyenletnek kétszeres gyoke a

A

valos szam, akkor az alaprendszerben szerepeltetjiik az

fliggvényeket.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

A Kkorabbi targyalasi mod 2. ESET-ében a Kkarakterisztikus
egyenletnek egy darab keétszeres valos gyoke van:

A
Igy a homogén egyenlet alaprendszere:

y(x) = exx, Y,(X)=X- e

altalanos megoldasa pedig:

A A
yH(X)=C1°€X+C2°X°CX ¢;5¢,€R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggvenyek szarmaztatasa
egyszeres komplex konjugalt gyokparbal

Ha a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyokei a

komplex konjugalt szamok, akkor az alaprendszerben
szerepeltetjiik az

y,(x)=¢e"" -sin(v-X)

y,(x)=¢e"" -cos(v-x)

fliggvényeket.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

A korabbi targyalasi mod 3. ESET-¢ben a karakterisztikus egyenletnek
ket darab egyszeres komplex gyoke van (ezek egymas konjugaltjai):

igy a homogén egyenlet alaprendszere:

y,(x)=¢e"" -sin(v-x),y,(x)=¢"" -cos(v-X)

altalanos megoldasa pedig:

yu(x)=c; e -sin(v-x)+c, e -cos(v-x) IICEE

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

A fentiekhez rovid magyarazatként az alabbiakat fuzzik hozza. Ha
A=utvii és A,=u-v:i a Kkarakterisztikus egyenlet gyokei, akkor
képezziik a kovetkezo fuggveényeket:

* (x) =" =TT =" eV = g™ -(cos(v - X)+1-sin(v- x))

¥ (x)=e" =gV =g eV = gt -(cos(—v - X)+1-sin(—v- x))

Ezek komplex fiiggvények, de kimutathato, hogy a valos és a keépzetes
részeik

X—>e"" -cos(v-X) I X —> ¢ -sin(V-X)

a d.e. fiiggetlen megoldasai.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Homogén linearis konstansegyutthatos differenciélegyenletek

(altalanos, n-edrendl eset)

.V /

y(n) (x)+a,_ - y(n_l) (x)+..+a,-y(x)+ a, y(x)=0

d.e.-et, ahol a, a,, ... , a_, valos szamok n-edrendii linearis
konstansegyutthatos differencialegyenleteknek nevezziik.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



NEM NYOMTATASRA!
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Definicio: alaprendszer

Haazy,y,, ...,y >R fiiggvények az
y) +a, y® D)+t apy'(x) +agy(x) =0

egyenlet linearisan  fiiggetlen  megoldasai, akkor az
{¥5¥ ..oy, ) fliggvényrendszert a d.e. alaprendszerének nevezziik.

Ha {y,y,,...,y, } az
yW(x) +a, oy D(x) +..tapy'(x) +ayy(x) =0

homogén egyenlet alaprendszere, akkor az egyenlet altalanos
megoldasa:

Yu=¢ Yt ¢y, .t ey,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Definicio: karakterisztikus egyenlet

Az

yX) + 2,y DE) ..t apy'(x) Hagy(x) =0
d.e. karakterisztikus egyenlete:

At+a A+ +arA+ta;=0

A Kkarakterisztikus egyenlet gyokeinek ismeretében a homogén
linearis d.e. alaprendszere (és igy az altalanos megoldasa is) a
kovetkezok szerint hatarozhato meg:

A gyokokbol szarmaztatjuk az alaprendszer elemeit. Az
alaprendszerbeli fiiggvény felirasa két dologtol fugg:

1. valos vagy komplex gyokrol van szo

2. mennyi a gyok multiplicitasa (hanyszoros gyok)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggveny szarmaztatasa
egyszeres valos gyokbal

Ha a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyoke a

A

valos szam, akkor az alaprendszerben szerepeltetjiik az

fliggvényt.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggvenyek szarmaztatasa
tobbszoros valos gyokbdl

Ha a karakterisztikus egyenletnek k-szoros gyoke a

A

valos szam, akkor az alaprendszerben szerepeltetjiik az

fiiggvényeket (k darab fiiggvény).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggvenyek szarmaztatasa
egyszeres komplex konjugalt gyokparbal

Ha a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gyokei a

komplex konjugalt szamok, akkor az alaprendszerben
szerepeltetjiik az

y,(x)=¢e"" -sin(v-X)

y,(x)=¢e"" -cos(v-x)

fliggvényeket.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Alaprendszerbeli fuggvenyek szérmazta;[ésa
tobbszoros komplex konjugalt gyokparbol

Ha a karakterisztikus egyenletnek k-szoros gyokei a

A, =u—-v-i

komplex konjugalt szamok, akkor az alaprendszerben
szerepeltetjiik az

y,(x) = " -sin(v-x) Ve (X) = € -cOS(V - X)

y,(x)=x-e"" -sin(v-:X) Vi, (X)=x-€"" -cos(v-X)

y (x)=x""-e" -sin(v-x) @y, (x)=x"-e" -cos(v-X)

fiiggvényeket (2k darab fiiggveny).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: harmonikus rezgés :

Hatarozzuk meg egy D rugoallandoju rugohoz rogzitett m tomegu
test rezgésének kitéreés-ido fuggvényét!

Jelolje y az egyensulyi helyzettol valo kitérést, t az idot!

A D rugoallandoju rugo a testre az y Kkitéréssel aranyos huzoerot
fejt ki: F =-D-y.

Igy a Newton-egyenlet alakja:

ami egy masodrendi linearis konstansegyiitthatos d.e.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

e"” -sin(v-x),e"" -cos(v-Xx)

igy az egyenlet altalanos megoldasa:

. D D
yy(t)=c,-sin| ,[—-t |+cC, cos|,[—-t

m m

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Ha a t=0 idopillanatban a kitéres y,, a sebesseg v,, azaz

akkor a k.é.p. megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: csillapitott rezges

Hatarozzuk meg egy D rugoallandoju rugohoz rogzitett m tomegu
test rezgeésenek Kitéres-ido fiiggvényét, ha a kozegellenallassal is
szamolnunk kell!

A probléma megoldashoz feltételezziik, hogy a kozegellenallasi ero a
sebességgel aranyos és az aranyossagi tényezo f. Jelolje y az
egyensulyi helyzettol valo kitérést, t az idot.

A rugotol szarmazo harmonikus ero:
dy

A kozegellenallasi eré :  EENIERASES i

A Newton-egyenlet: dt
d*y(t) _

IIl.

dzy(t) 1 dy(t)
+— 0
dt? dt? m dt m y(t) =

ami egy masodrendu linearis konstansegyiitthatos d.e.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A szamolas egyszerusitése végett vezessik be a kovetkezo

jeloléseket:
m } 2
2m \ m

Igy a megoldandé egyenlet:
d’y

dtgt) +2k- dﬁ(tt) +ol-y(t)=0

A karakterisztikus egyenlet:
A+ 2kA + @ =0,

melynek a k és az o viszonyatol fiiggoen Kkiillonbozo szamu valos
gyoke van:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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1. eset

Ha k>, akkor a karakterisztikus egyenletnek ket killonbozo gyoke
van:

A =—k+vVk? — o A, = -k —Vk? - o’

igy a d.e. altalanos megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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2. eset

Ha k=w, akkor a karakterisztikus egyenletnek egy gyoke van:

k

igy a d.e. altalanos megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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3. eset

Ha k<m, akkor a karakterisztikus egyenletnek nincs valos gyoke.

igy a d.e. altalanos megoldasa:

o' I )ee et coslfor i

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: R-L-C kor konstans feszultséggel

Keérdeés: soros R-L-C korre U, konstans fesziiltséget kapcsolva a
korben folyo aram erossége hogyan fiigg az idotol?

Az aramerosség-ido fiiggvény a kovetkezé masodrendi linearis
homogén differencialegyenletnek tesz eleget:

d’I(t)

dt’

Kezdeti ertekek: U

dI )
1(0) =0, a(o) =7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A szamolas egyszerusitése végett vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

Igy a megoldandé egyenlet:

d’I(t) dI(t)

dt2 +2k'T+(D2 I(t) =0

A karakterisztikus egyenlet:
A2+ 2KkA + @% =0,

melynek a k és az ® viszonyatol fiiggoen kiilonb6zo szamu valos
gyoke van:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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1. eset: NAGY CSILLAPITAS
Ha k>, akkor a karakterisztikus egyenletnek ket killonbozo gyoke
van:

A =—k+Vk' -’

igy a d.e. altalanos megoldasa:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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2. eset: SZINGULARIS ESET
Ha k=, akkor a karakterisztikus egyenletnek egy gyoke van:

A

igy a d.e. altalanos megoldasa:

a, . U,
1(0) =0, E(O) =—

L

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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3. eset: KIS CSILLAPITAS

Ha k<wm, akkor a karakterisztikus egyenletnek nincs valos gyoke.

igy a d.e. altalanos megoldasa:

(0= e*sinbfor e, et cosfo k7

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Az inhomogen linearis differencialegyenletek
harom megoldasi modszere

Az mmhomogen egyenlet egy y, partikularis megoldasa
meghatarozhato

 konstansvarialassal
» probafiiggvenyek alkalmazasaval

« Laplace transzformaltak alkalmazasaval

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A konstansvarialas modszer alkalmazasa elsorendu
linearis inhomogen differencialegyenletek megoldasara

Ha a h:I>R és a g:I>R fuggvények folytonosak, akkor az

y'(x) +g(x)- y(x) = h(x)

egyenletet elsorendu linearis inhomogén d.e.-nek nevezziik.

Az egyenlet homogén megfeleloje:

y'(x) +g(x)-y(x) =0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Y.V /
y'(x) + g(x) - y(x) = h(x)

inhomogen linearis differencialegyenlet altalanos megoldasa:

YH=YHuT Y
ahol y,, az y'(x) + g(x) - y(x) = 0 egyenlet (vagyis a homogeén
megfelelo) altalanos megoldasa, y, pedig az inhomogén egyenlet
egy partikularis megoldasa.

A Kkonstansvarialas modszer alkalmazasakor a homogén
megfelelo altalanos megoldasabol Kkiindulva kapjuk meg az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek
A konstansvarialas lepesei

A homogén megfelelo altalanos megoldasabol indulunk Ki:

oo =c-c " [y (x) = k(x)-e "

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek
A konstansvarialas lepesei

A homogén megfelelo altalanos megoldasabol indulunk Ki:

oo =c-c " [y (x) = k(x)-e "

Az y, fiiggvényt visszahelyettesitjiik az y'(x) + g(x) - y(x) = h(x)
inhomogén egyenletbe:

—Ig(x)dx —jg(x)dx

By (x)=k'(x)-e +k(x)-e

-(=g(x))

- j g(x)dx

—jg(x)dx —jg(x)dx

k'(x)-e +k(x)-e

-(—g(x)) +g(x) - k(x)-e = h(x)

Vegyiik észre, hogy a bal oldal 2. és 3. tagjanak osszege g-tol fuggetleniil
nulla. Ezért a feladatmegoldasokban célszeri e két tagot eleve elhagyni.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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K'(x)-e 5% Z hix) I

1 ~ h(x)- ejg(x)dx

k'(x) =h(x)-

e—jg(x)dx

S k(%) = | h(x)- e *V% dx [N Y,

rzé (Dr. Kocsis Imre, DE Milszaki Kar) engedélyével h



Differencialegyenletek

NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

BB Y (X)) —x-yx)=x3, y(0)=1
ll v'(x) - x - y(x) =0 - [z

h(x) = x?

A homogén megfelelo altalanos megoldasabol indulunk Ki:

2

y, (x) =k(x)-e?

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

BB Y (X)) —x-yx)=x3, y(0)=1
ll v'(x) - x - y(x) =0 - [z

h(x) = x?

A homogén megfelelo altalanos megoldasabol indulunk Ki:

2 2

Y (X) =c-ex7 R v, (X) =k(X)-eX7

Az Yy, fiiggvényt visszahelyettesitjiik az inhomogén egyenletbe ugy,
hogy csak a sziikséges tagokat irjuk le:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Az integralashoz a parcialis modszert kell alkalmazni. A szamolast itt nem
részletezziik, csak az eredményt kozoljuk:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az integralashoz a parcialis modszert kell alkalmazni. A szamolast itt nem
részletezziik, csak az eredményt kozoljuk:

2

y,(x)=k(x)-e? =~

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Az integralashoz a parcialis modszert kell alkalmazni. A szamolast itt nem
részletezziik, csak az eredményt kozoljuk:

2

y,(x)=k(x)-e? =~

Y (X) = yH(X)+yp(X) —c-e

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

2

Yu(X) =y () +y,(x)=c-e? —(x* +2)
A Kk.é.p. megoldasa:

y(0O)=1= c-2=1=c=3

y(x):3-e%—(x2+2)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

Példa: Szabad esés a sebességgel aranyos legellenallas esetén

m-S(t)=m-g—1-5(t) e 's'(t)+i-é(t):g

m

kezdeti hely: kezdeti sebesség:

= [
= R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: soros R-L kor konstans feszultseggel

Keérdeés: soros R-L korre U, konstans fesziiltséget kapcsolva a
korben folyo aram erossége hogyan fiigg az idotol?

Az aramerosség-ido fiiggvény a Kkovetkezo elsorendi linearis
inhomogén differencialegyenletnek tesz eleget:

A fesziiltség rakapcsolasakor az aramerosseg 0. Ezt az 1(0) = 0
kezdeti értek feltetellel lehet figyelembe venni.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Az egyenlet homogén megfeleloje:

Ennek altalanos megoldasa:

Az eredeti (inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa:

I()=k(t)-e "

a k figgvenyt konstansvarialassal hatarozzuk meg:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa pedig:

Yo
R

[,(t)=1,(t)+ Ip (t)=c- e_f't .

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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=t U
—0

() =T,(D+1 (D=c-e & +

R

U
10)=0 =0 =c+—L
R

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa: soros R-L kor valtakozo feszultséggel

Sorosan kapcsolunk egy R ellenallast, egy L induktivitasu tekercset
és egy U-sin(ot) fuggvény szerint idoben valtozo fesziiltségforrast.

Hatarozzuk meg az aramerosséget az ido fiiggvényében tudvan,
hogy a t=0 idopillanatban az aramerosség nulla, azaz 1(0)=0.

A fizikabol ismeretes, hogy a feladatban leirt esetben az I(t)
aramerosseg-ido fliggvény eleget tesz az

;i)

+ R -I(t) = U - sin(mt)

dt

d.e.-nek. Az egyenletet elosztva L-lel az

U,sin ot

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A konstansvarialas modszert alkalmazva az inhomogén egyenlet
partikularis megoldasat

alakban Kkeressiik. Ezt a fuggvényt az inhomogén egyenletbe
helyettesitve a ¢ fuggvényre a

k'(t) = % sin(ot)-el

d.e. adodik. Ebbol (a parcialis integralasi modszert alkalmazva):

k(t) = 2. jsin(cot) ° e%tdt __Yv_ (R sin ot — Lo cos mt)- e%t
L R’ -L'w’

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa:

R, U

Ip (t) = k(t) . e_f = m(R sin ot — Lmcos (Dt)

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

R U

[ =T+ (t)=c- e:_f‘t +W(R -sin ot — Lo - cos mt)
- L'

A k.é.p. megoldasa:

R
ot
(Lo-e v +R-sinwt—Lw-cosmt)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Egy, a linearis esetre visszavezetheto d.e. tipus:
Bernoulli-féle differencialegyenletek

Ha g,h:I>R folytonos fiiggvenyek, aeR, a#1, akkor az

y'(x) +g(x)-y(x) = h(x)- y" (x)

egyenletet Bernoulli-féle d.e.-nek nevezziik.

(A fiiggvény értelmezési problémdadk elkeriilése végett feltételezziik, hogy
az y fiiggvény nemnegativ értékkészletii!)

A Bernoulli-féle d.e.-ek a kovetkezo eljarassal visszavezethetok
linearis d.e.-ekre:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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1. Szorozzuk meg az egyenletet (1-a)-y(x)“*-val:
(1-0)-y(x)*y'(x) + g(x)-(1-00)-y""*(x) = (1-a)-h(x).

2. Eszrevéve, hogy (y"%)' = (1-a)-y*-y', alkalmazzuk a

z(x) = y"*(x)
helyettesitést. Igy a z fiiggvényre a
z'(x) + g(x)-(1-a)-z(x) = (1-0)-h(x)

linearis d.e.-et kapjuk. Ezt az egyenletet megoldva, a kapott z
megoldasfiiggvénybol a keresett y fiiggvény meghatarozhato.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

Y'(x)+y(x)=———, y(0)=1 RN

y(X)

Itt a= -1, igy az egyenletet 2y(x)-szel kell szorozni:
2y(x)-y'(x) + 2y2(x) = -2.
A z(x) = y*(x) helyettesitést alkalmazva a
z'(x) + 2z(x) =-2
inhomogén linearis d.e.-et kapjuk. Ennek altalanos megoldasa:
z(x) = c-e>*-1.

A z definicioja alapjan ebbol:

yz(X):C°e_2X—1 — y(X)zc.e_2X_1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A k.é.p. megoldasa:

= |
— y(x)=+2e -1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 176

A konstansvarialas modszer alkalmazasa masodrendu linearis
Inhomogeén konstansegyutthatos differencialegyenletek
megoldasara

Ha h:I—>R folytonos fiiggvény, b,ceR , akkor az

y'(x)+b-y'(x)+c-y(x) =h(x)

egyenletet masodrendiu linearis konstansegyiitthatos inhomogén d.e.-
nek nevezzik.

Az egyenlet homogén megfeleloje:

y'(x)+b-y'(x)+c-y(x)=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az

y"(x) + b-y'(x) + e'y(x) = h(x)
masodrendu linearis konstansegyiitthatos inhomogeén
differencialegyenlet altalanos megoldasa:

yIH - yH T yp
ahol y, az y"(x) + b-y'(x) + ¢-y(x) = 0 egyenlet altalanos megoldasa,
Y, pedig az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa.

A konstansvarialas modszer alkalmazasakor a homogén megfelelo
altalanos megoldasabol Kkiindulva kapjuk meg az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOMTATASRA!
17g [ v onTrisre — g

A konstansvarialas lepesel

yu(X)=c¢ -y, (x)+¢, y,(x)

Yo (X) =k () y, (X) + K, (X) -y, (%)

A Kk, és a Kk, fiiggvények meghatarozasa: a

L k) ¥, + k' (3) - y,(0) = 0
1. k') - y,'(®) + k') - y,'(x) = h(x)

egyenletrendszerbol a k' és a k,' derivalt fiiggvenyek egyertelmien
kiszamithatok (példaul a Cramer szaballyal), ezekbol pedig
integralassal kapjuk az ismeretlen k, és k, figgvényeket.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Megjegyzes

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa
Cramer szaballyal

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A Cramer-szaballyal szamolva:

Lk (Y, (0 + K, (0, = 0

D(x) = det(
k,'(x)-y,'(x) + k,'(x)-y,'(x) = h(x)

vy, (X)  y,(x) j

yi'(X) ¥, (%)

¥, (X) 0 j

D200 = det(yf(x) h(x)

Yu=YuTY,

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y"(X) + y(x) = X2 IH
y'(0)+y(0 =0 Y

A karakterisztikus egyenlet:
Uu=-——
A2+1=0 2

e"” -sin(v-x),e"" -cos(v-Xx)

Gyoke nincs,u=0,v=1
A homogén egyenlet altalanos megoldasa:
Yy = €;-8in X + ¢,-cos X, ¢.,¢,eR

¥,= k(%) - sinx + K, (x) - cos x

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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k') Y, + K (X) - y,(0 =0
1 k') - y,' )+ k,'() - y,'() = h(x)

. K,/'(X)-sinx +Kk,'(x)-cosx=0

Il. Kk,'"(X) - cos x + K,"(x) - (-sin x) = x>

SINX COSX

COSX —SInXx

D(x) = det(

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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k,(x) :J‘]?)z((x)) dx :—sz .sinxdx = -2xsin X + (x° —2)cosx
X

(A fenti integralok a parcialis modszerrel hatarozhatok meg. Itt csak az
eredmeényt kozoltiik.)

Yp(X) =Kk (x) - y;(X) + Ky(X) - y,(x) =

= [2x-cos X + (x2-2)-sin x]-sin X + [-2x-sin X + (x2-2)-cos x]-cos x = (X2-2)

Yia(®) = Yg(0)+y,(X) = ¢;sinx + ¢,-cosx + x2-2, ¢,,¢,€R.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A konstansvarialas modszer alkalmazasa magasabb rend(
linearis inhomogen konstansegyutthatos
differencialegyenletek megoldasara

Definicio

Az

y ) +a, y" (). ta, Y (%) +a, - y(x) =h(x)

d.e.-et, ahol a,, a,, ... , a__, valos szamok, a h:I>R fiiggvény pedig
folytonos n-edrenda linearis inhomogén Kkonstansegyiitthatos
differencialegyenleteknek nevezziik.

Az egyenlet homogén megfeleloje:

y(n) (x)+a__, - y(n_l) (X)+...+a,-y(x)+a, - y(x)=0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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.V /

yU(x)+a, -y (x)+...+a, - Y (x)+a, - y(x) = h(x)

n-edrendu linearis inhomogén konstansegyiitthatos
differencialegyenlet altalanos megoldasa:
YiH= YH i yp

ahol y, az egyenlet homogén megfelelojének altalanos megoldasa,
Y, pedig az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa.

A konstansvarialas modszer alkalmazasakor a homogén megfelelo
altalanos megoldasabol Kkiindulva kapjuk meg az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasat.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A konstansvarialas lepesel

Ye(X)=¢ ¥, (X)+¢, y,(X)+...+¢, -y, (X)

=l Y, (X) =K, (X)y, (X) + K, (X)) y, (%) +... + K, (%) -y, (%)

fliggvények
K,K,,.,K

n

derivalt fiiggvényei egy n egyenletbol allo n ismeretlenes
egyenletrendszerbol hatarozhatok meg.

(A szamolashoz alkalmazhato példaul a Cramer szabaly).

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az egyenletrendszer:

LK)y, + k') -, + oo +K,(X) - ¥,(0 = 0
2. k'Y, +K'®) Y, 0+ o HK,(X) - y,'(X) = 0
30 K'M Y, k') Y, )+ e+ K,X) Y, () = 0

n. k') -y, + k(%) -y, (1) + .+ k) -y, D00 = h(x)

= Sk, = K.k, =[k...k, = [k,

B Y, (X) =k (X)) y,(X)+k,(X) y,(X)+...+ k (x)y,(x)
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A prébafuggvény modszer alkalmazasa Iineéris—inhomogén
konstansegyutthatos differencialegyenletek megoldasara

Az

y"(x)+a,, -y (x)+..+a, Y (x)+a, - y(x) = h(x)

n-edrendu linearis inhomogén konstansegyiitthatos
differencialegyenletek  probafiiggvényekkel valo  megoldasi
modszere azon alapul, hogy a d.e. jobb oldalan lévo h fiiggvény
(zavaro fuggvény) alakjabol bizonyos esetekben kikovetkeztetheto
a partikularis megoldas alakja.

Erre latunk néhany példat az alabbiakban.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek 189

Ha a zavaroé fuggveny polinom

zavaro fuggvény

h(x)=a, -x“+o, - x"+..+a,-x+a,

probafuggveény

1. ESET: ha 0 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

y'(x)-y'(x)-12y(x) = -12x> —14x +1

Mivel 0 nem gyoke a A2-A-12 polinomnak, az 1. ESET szerint kell a
zavaro fuggvényt felirni:

yp(X):Bz'X2+B1'X+ﬁ0 — Y;(X):2B2°X+Bl

A probafuggvényt visszahelyettesitjilk az egyenletbe:

2[32—(2B2-X+ﬁ1)—12-(ﬁ2-X2+B1-X+B0):—12X2—14X+1

—12B, - x> —(2B, +12B8,)-x + (2B, — B, = 12B,) = —12x> —14x +1

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYOI\’ITATASRA!
v ONTATISRA g

—12B, x> = (2B, +12B,)-x+ (2B, — B, = 12B,) = 12x - 14x +1

E
— (2B, +12B,)=-14
2B2_B1_12B0:1 m

J

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Ha a zavaro fuggvény exponencialis nggvény

zavaro fuggvény

h(x)=A-e**

probafuggveény

1. ESET: ha a nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek

2. ESET: ha a r-szeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek

y,(x)=B-x"-e™"

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y'(x) - y(x) = 4" [

Mivel a=1 egyszeres gyoke a A>-1 polinomnak (rezonancia van), a 2.
ESET szerint kell a zavaro fiiggvényt felirni:

y,(x)=B-x-c" BEEMy (x)=B-¢"+B-x-e"

y,(x)=2B-¢" +B-x-¢”

A probafuggvényt visszahelyettesitjilk az egyenletbe:

2B-e" =4-c” = = Yy (x)=2-x-¢

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Ha a zavaro fuggvény trigonometrikus nggvény

zavaro fuggvény

h(x)=A,-cos(a-x)+ A, -sin(a - X)

probafuggveény

1. ESET: ha a-i nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek

y,(x) =B, -cos(a-x)+B, -sin(a - x)

2. ESET: ha a-i r-szeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek

y,(x)=B,-x"-cos(a-x)+ B, -x" -sin(a - x)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y'(X)+4y(x) =sin 2x B

Mivel o-i=2i egyszeres gyoke a A*+4 polinomnak (rezonancia van),
a 2. ESET szerint Kkell a zavaro fiiggvényt felirni:

yp(x)zx-(B1 -C0s2x + B, -sin2x) =

y,(x) =B, -cos2x + B, .sin 2x + x - (- 2B, -sin 2x + 2B, - cos 2x )

y,(x)=-2B, -sin2x + 2B, - cos 2x — 2B, -sin 2x + 2B, - cos 2x +

+ X-(— 4B, -cos2x —4B, -sin 2X)

y"(x)=—-4B, -sin2x + 4B, -cos 2x + x - (— 4B, - cos 2x — 4B, - sin 2x)

A probafuggvényt visszahelyettesitjilk az egyenletbe:

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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y"(X)+4y(x) =sin 2x

Y, (%)= X-(B1 -c0s2x + B, -sin 2x)

y"(x)=—4B, -sin2x + 4B, -cos 2x + x - (— 4B, - cos 2x — 4B, - sin 2x)
A probafiiggvényt visszahelyettesitjiik az egyenletbe:
—4B, -sin2x+4B, -cos 2x + x-(— 4B, -cos2x —4B, -sin 2x)+

+ 4x-(B1 -c0s2x + B, -sin 2X)= sin 2x

—4B, -sin2x+ 4B, - cos 2x = sin 2X

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A Laplace-transzformacio alkalmazasa Iinééris
konstansegyutthatos differencialegyenletek megoldasara

Definicid: Laplace transzformait

Legyen az f:[0,+oo] >R fuggvény integralhato, és tegyiik fel, hogy
fennall az |f(t)|<K-e*' egyenlotlenség valamely s konstanssal.
EkKkor az

LIf1(p) = F(p) = [e ™" - f(1)dt

fliggvényt az f Laplace transzformaltjanak nevezziik.

(A formuldaban szereplo integral abszolut konvergens, ha p>s.)
Jelolés: F=L [ f], vagy F(p) =L [ f(¢t) ].

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Néhany fiiggvény Laplace transzformaltja

Magyarazat az f(t)=1 fiiggvény esetén:

b

L[f]=F(p) = I e P dt=Ilim|e™" dt=
0

b—w
0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek B oI g

Eltolasi tétel
L[f(t—b)]=e™"-L[f]

Hasonlosagi téetel
Lfr(at]=1- F(Bj
a \a

Konvolucio tétel Athelyezési tétel

Lle™™ -f(t)|=F(p+A)

Szorzasi tétel

A Laplace transzformacio
nehany tulajdonsaga

Linearitas
Llat +a,t,]=a L[t ]+a,L[t,]

Lﬁ f(t—1)-1,(7) dr} =L[f,]-L[f,]

Integralhatdsagi tétel Lit"-f(t)[=(-D"F"(p)
Osztasi tétel

LE - f(t)} - IF(u) du

L jf(r)dr =1-L[f]
0 p

Differencialhatosagi tétel

LIt |=p" - Lif1-p™ £, —.—p-£," 2 —£,"", ahol £," = lim f®(t)

t—>+0

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A linearis konstansegyiitthatos differencialegyenletekhez tartozo
k.e.p. egyféle megoldasi modszerét az alapozza meg, hogy az y
ismeretlen fuggvény és az f fiiggvény Laplace transzformaltjai
osszefuggnek.

Az osszefuggés alapjan az f Laplace transzformaltjanak
ismeretében (ezt F jeloli) megadhato az y ismeretlen fuggvény
Laplace transzformaltja (ezt Y jeloli), abbol pedig meghatarozhato
az y fuggvény:

Laplace 1 P inverz
transzf. Y(p) — -F(p)+ (p) Laplace

Q(p) Q(p) transzf.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az 'Y és az F fuggvények kozotti osszefiiggés:

Y(p)=——F(p) + 2

Q(p) Q(p)

ahol P és Q polinomok, melyek a differencialegyenlet
egyiutthatoitol és a kezdeti értekektol fuggenek.

A késobbiekben megadjuk a P és Q polinomokat az elso és a
masodrendi linearis differencialegyenletek esetén.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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A modszer alapsémaja egy Laplace transzformaciot:
f = F=L][f]
és egy inverz Laplace transzformaciot:
Y = y=L1[Y]
igényel, aminek Kiszamitasa gyakran nehézségekbe iitkozik.
Ilyen esetekben eredményes lehet az alabbi modszer:

Hatarozzuk meg az 1/Q és a P/Q racionalis tortfiiggvények inverz
Laplace transzformaltjait:

vagyis keressiik meg azokat az y, és y, fiiggvenyeket, melyekre

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

Az y, és y, figgvényeket ismeretében az y fiiggveny az alabbi
képletek egyikének alkalmazasaval hatarozhato meg:

y(®) = [(f(t=1)-y,())dT+y, (1)

vagy y(®) = [(f(1) y,(t-1))dT+y, (1)

Ennek a modszernek a sémaja tehat

X1 B B3 B B

inverz integralas

Laplace
transzf.

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az Y és az F fuggvenyek kapcsolata elsorendl k.€.p. esetéen

Az
a,y’(t) + ay(t) = 1(t), y(@0)=y,

elsorendu linearis Kkonstansegyiitthatos differencialegyenlethez
tartozo k.é.p. eseteén:

Y: az y ismeretlen fiiggvény Laplace transzformaltja

F: az f fiiggvény Laplace transzformaltja

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Példa

1
t a)

- ia.t .
- © (pFa
C P + W
t

y(®) = [(£()-y,(t=7))dr+y, (1)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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(Az integral parcialis modszerrel szamithato ki, itt csak az eredményt
adtuk meg.)

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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Az Y és az F fuggvenyek kapcsolata masodrendi k.€.p. esetén

Az
a,y”(t) + a;y° () + a,y(t) =1(t), y(0)=y,,y (0)=yY’

masodrendu linearis konstansegyiutthatos differencialegyenlethez
tartozo k.é.p. esetén:

1 a,p+a,)+y,-a
Y(p): F(p)_|_YO ( p 1) YO 0

2
a,p +a,pta, op +a,p+a,

Y: az y ismeretlen fiiggveny Laplace transzformaltja
F: az f fiiggvény Laplace transzformadaltja

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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NEM NYO]\’ITATASRA!
B NEvvoTaTis — g

y'(H)+6y'(H)+8y(t)=e' +1, y(0)=1, y'(0)=2

YO (aop+al)+YO ‘A
a,p’+ap+a,

a,=1, a,=6, a,=8,y,=0,y’,=0 =

1 p+38

Y(p)=F _—
(p) (p) 6p+8 p +6p+38

Parcialis tortekre bontas utan:

1 1 1 1 1
Y(p) = F(p) — |+ 3 —2 —
p+2 2 p+4 p+2 p+4

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!
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1 1 1

Y F — |+
(p) = (p)( 2 p+2 2 p+4 p+2

A tablazatbol:

1 1 31 0 71
ty)=—-e'+—+—-¢ ‘€
y(® 15 8 12 40

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



Differencialegyenletek

A didkon megjelend szévegek és képek csak a szerzd (Dr. Kocsis Imre, DE Miszaki Kar) engedélyével hasznalhatdék fel!



